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Vorwort, 



Jjie freundliche Aufnahme, welche die beiden ersten Theile 
der „Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elemeniargehilde" erfah- 
ren haben, bestimmte den Verfsiaser mit der Verofientlichung des Tor- 
liegenden dritten Theiles nicht länger zu zögern. Derselbe enthält 
einen Verauch, die „Geometrie der ßegelflachen dritter Ord- 
nung" auf Grund der in den zwei ersten Theilen niedergelegten 
Principjen zu entwickeln, und sind ihm vier Noten beigegeben, welche 
mit der Theorie ein-zwei-deuiiger Gebüde verwandte Materien behan- 
deln. Bei der üntersuchuiig der Eegelflächeu dritter Ordnung kam 
dem Verfasser die ausgezeichnet« Abhandlung Cremona's: „Sülle 
euperficie gobbe del terz' ordine" (Atti del ß. institute Lom- 
bardo vol. II. 1861) besonders zu Statten. Was speziell die Note B. 
anbelangt, so enthält sie die Lösung eines Theiles der für das laufende 
Jahr von der königl. Preass. Akademie der Wissenschaften gestallten 
Preisfrage, indem in ihr ein geometrisches Verfahren enthalten ist, 
nach welchem man die Hauptkrümraungsrichtungen und Hauptkrüm- 
mungshalbmesser beliebiger Flächen construiren kann, wenn man die 
Krümmungsradien dreier Schnitte kennt. Diese Note ist dem 2. Hefte 
des 3. Bandes der mathematischen Annalen entnommen, wozu die 
hochgeehrte Redaction dem Verfasser freundlichst die Erlaubniss ertheilte. 
Die im dritten Theile Öfter vorkommenden Citate, in denen 
vom 1. und H. Theile die Eede ist, bezieheu sich auf die „Theorie 
der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde, 
B. G. Teubner 1869". Zum Schlüsse fühle ich mich verpfhchtefc, 
dem Herrn Verleger für die sorgfältige Ausstattung des Werkes 
meinen Dank auszusprechen. 

Prag im September 1870. 

Der Verfasser. 
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Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein-awei-deutiger Gebilde, 

ins'besonderR der 

„Regelllächen dritter Ordnung". 
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1. Nachdem wir im ersten Theile die Theorie der ein-awei- 
deutigen Grebilde im Allgemeinen entwickelt und im zweiten Theile 
ihre ebenen £!rzeugnJ8se untersucht und unter versclnedenen Ver- 
hältnissen constriiirt haben, wenden wir uns nun zu den Erzeug- 
nissen derselben Gebilde im Eaume. 

Bei der Untersuchung der Erzeagniase ein- zwei- deutiger Gebilde 
in der Ebene konnten wir eelbstveratändlich nur Punktceihen und 
Strahlenbüsche] in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen und 
mussten die cin-zwei-deutigen Gebilde, unter welchen auch Ebenen- 
btiseliel vorkommen, vorläufig ausser Acht lassen. 

Indem wir nun allen drei Gebilden, der Punktreihe, dem Strah- 
lenbüschel und dem Ebenenbiischel dieselbe Berücksichtigung wieder- 
fahren lassen, definiren wir ihre ein -zwei -deutige Verwandtschaft 
in folgender Weise: 

„Zwei Gebilde G', 6" sind in ein-zwei-deutiger Be- 
ziehung oder sie sind ein-zwei-deutige Gebilde, wenn 
einem Elemente x des (eindeutigen) Gebildes G' zwei Ele- 
mente x^, x.^ des (zweideutigen) Gebildes G" entsprechen, 
während jedem Elemente x^ von G" nur ein einziges Ele- 
ment X von G' entspricht". 

Alle im ersten Theile von Art, 1. bis Art. IL bewiesenen Sätze 
behalten selbstverständlich ihre Geltung, sowie wir auch die einge- 
führten Benennungen füi- Ebenenbüschel behalten wollen. 

Sowie also bei Punktreihen Doppel- und Verzweigungspuntte 
und bei Strahlenbüscheln Doppel und Verzweigungs strahlen vor- 
kommen, so werden sich bei Ebenenbuseheln Doppel- und Ver- 
zweigungsebenen vorfanden 

Wir werden nun die Eizeugnisse em-zwei-deutiger Gebilde in 
ihrer allgemeinen Lage im Eaume zu untersuchen haben. In dieser 
Hinsieht können in Beziehung gesetzt werden: 

1) zwei ein-zwei-deutige Punktreihen, 

2) zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel, 

3) zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel , 
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fa) eine eindeutige Reihe und ein zweideutiges Strahlenbüscliel, 
•' 1b) eine zweideutige Reihe und ein eindeutiges Simhlenbiischel, 

{a) eine eindeutige Reihe und ein zweideutiges Ebenenbüschel, 
b) eine zweideutige Reihe und ein eindeutiges Ebenenbüschel, 
ia) ein eindeutiges Strahlenbüschel und ein zweideutiges Ebenen- 
büschel, 
b) ein zweideutiges Sti-ahlenbüscliei und ein eindeutiges Ebenen 
büschel, 
2. Betrachten wir zunächst die drei ersten Gebiidepaare für den 
besonderen Fall, daas sie entweder ein Elementenpaar oder den Träger 
gemeinschaftlich haben. 

Zwei ein-zwei-deulige Punktreihen, deren Träger sich achneiden, 
liegen offenbar in einer und derselben Ebene und werden demnach 
eine ebene üurve dritter Classe vierter Ordnung erzeugen. (Ver- 
gleiche Art. 12. des ersten Theiles.) 

Zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel, welche in derselben 
Ebene liegen, erzeugen (Art. 12. 1. Theil) eine Curve dritter Ord- 
nung vierter Classe. 

Wenn zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel G' uiid ff' wohl 
nicht in derselben Ebene liegen, wenn sie aber den Seheitel gemein- 
schaftlich haben, so kann man dadurch ein Erzeugnis» beider her- 
stellen, dass man durch entspi-echende Strahlen beider Büschel (welche 



') Wir hallen im /weiten Theile iinnier iiui awei gleicliai tige Gebilde, also 
entnelei nur zwei FnnlttieilierL odei nm zwei btiiHeabaschel in Verbindang ge- 
'letit Pa untfilitgt nun gai kemei Scliwieiigkeit, auch zwei uugleich artige Ge- 
Viüde, also ome Punktieihe und ein Stialilenbüaohel in der Ebene in ein-awei- 
dputige Beaiehmig zu setzeu ixnO. ihr Erzeugnias au unteisuchen , welches entsteht, 
wenn m^n von den Punkten dei Reihe auf die entspiechenden Strahlen des Bfl- 
achels Senkrechte fillt Ala Erzeugniss 5 etrai,htet man in dipsem Falle die Enve- 
loppe der erwihnteii Senkieohten Es ei^bt sich nun folgendes 

FiUt man von den Punkten einei eindeutigen Eeihn auf die ent- 
sprechenden Strahlen oines ihr verwandten zweideutigen Stvahlen- 
bflachelfi Perpendikel, so umhüllen dieae eine Curve dritter Classe 
vierter Ordnung, welche den Träger der Reihe einfach und die un- 
endlich weite Gerade doppelt berührt." 

„Pällt man von den Punkten einer Bweideutigeii Reihe auf die 
entsprechenden Strahlen eines ihr verwandten eindeutigen Strahlen- 
büscliels Perpendikel, so umhüllen diese eine Curve dritter Classe 
vierter Ordnung, welche den Träger der Reihe doppelt und die un- 
endlich weite Gerade einfach berührt" 

In beiden diesen Fällen entsteht, wie man leicht erkennen wud, auf dei 
unendlich weiten Geraden eine Punktreihe, welüie mit der gegelienen in ein- 
zwei-deutiger Beziehung ist; im ersten Falle i'^t diese unendlich weite Punkt 
reihe zweideutig imd im zweiten Falle eindeutig Die ' urve lat dann da^ Erzeug 
niss der beiden Reihen, 



y Google 



Regolflächen cli'ittGr Ordnung. 5 

sich nach Annahme im gemeinschaftlichen Scheitel sehneiden) Ebenen 
legt und den Kegel untersucht, welchen diese Ebenen umhüllen. 

Um die Natur des Kegels leicht zn erkennen, bestimmen wir 
den Schnitt der beiden Strablenbüschel mit einer Ebene, die beliebig 
im Räume liegt. Man wird offenbar auf diesei- Ebene awei ein- 
zwei- deutige Punktreihen erhalten; jede Verbindungslinie zweier 
entsprechenden Punkte dieser beiden Reihen stellt die Schnittlinie 
einer Ebene vor, welche durch zwei entsprechende Strahlen beider 
Büschel hindurchgeht. 

Nun umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte der 
beiden Reihen eine Curve dritter Glas se vierter Ordnung, für welche 
die eindeutige Reihe eine einfache und die zweideutige Reihe eine 
doppelte Tangente ist. Der Kegel, welchen die beiden Strahlen- 
büschel erzeugen, entsteht also auch dadurch, dass wir die erwähnte 
Curve (resp. ihre Tangentenschaar) aus dem gemeinschaftlichen 
Scheitel beider Büschel projiciren. 

Es ergibt sich also sofort, dass der entstehende Kegel ven der 
dritten Classe und von der vierten Ordnung ist, dass ferner die 
Ebene des zweideutigen Büschels eine Doppeliangentenebene und 
die Ebene des eindeutigen Büschels eine einfache Tangenten ebene 
des Kegels ist. 

Der Strahl im eindeutigen Büschel, welcher dem gemeinschaft- 
lichen Strahle beider Büschel (der Schnittlinie der beiden Büschel- 
ebenen) entspricht, ist die Berührungskaute der eindeutigen Büschel- 
ebene und die beiden Strahlen des zweideutigen Büschels, welche 
demselben gemeinschaftlichen Strahle entsprechen, sind die beiden 
Berührunge kanten der Doppeltangentenebene. 

Je nachdem diese awei Berührungskanten der Doppeltangenten- 
ebene reell oder imaginär sind, ist diese eine eigentliche oder eine 
ideelle Doppeltang entenebene. Fallen die beiden Berührung skanten 
zusammen, so wird die Doppeltangentenebene zu einer Inflexions- 
ebene und der Kegel wird nur von der dritten Ordnung sein. 

Die Veraweigungsstrahlen des eindeutigen Büschels sind die- 
jenigen zwei Kanten des Kegels, welche er mit der Ebene des ein- 
deutigen Büscheis gemein hat, also die Schnittkanten dieser Ebene 
mit dem Kegel. Die Berührungsebenen des Kegels in den beiden 
Verzweigungs strahlen treifen die Doppeltangentenehene in den zwei 
Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels. 

Man sieht aus dem eben Gesagten sehr leicht ein, dass sich 
alle Eigenschaften der Curven dritter Classe mit einer Doppeltangente 
durch einfache Projection aus einem Punkte auf den Kegel dritter 
Classe mit einer Doppeitangentenebene übertragen lassen. Man wird 
auf diese Art erkennen, dass zwei auf einem Scheitel befindliche 
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ein-zwei-deutige Büschel einen Kegel dritter Classe mit immer reeller 
Doppel lang entenebene dann erzeugen werden, wenn das zweideutige 
Büschel reell ist oder wenn, im Falle es complex wäre, der gemein- 
Bchaftliclie Strahl dem reellen Theile des eindeutigen Büschels an- 
gehört. Liegt dagegen im zweiten Falle der gemeinschaftliche* Strahl 
im imaginären Theile des zweideutigen Büschels, so entsteht eine 
Kegelfläche mit ideeller Doppeltangenten ebene. 

Ist der gemeinschaftliche Strahl ein Doppelstrahl des zweideu- 
tigen Büschels, so erzeugen die Büschel einen Kegel, für welchen 
die Ebene des zweideutigen Büschels eine Rückkehvebene ist. Ist 
endlich der gemeinschaftliche Strahl ein Verzweigungs strahl des ein- 
deutigen Büschels , so entsteht ein Kegel dritter Ordnung Und Classe, 
für welchen die Ebene des zweideutigen Büschels eine Inflesions- 
ebene ist. 

Unter zwei conjugirten Tangentenebenen eines Kegels dritter 
Classe vierter Ordnung verstehen wir zwei solche, deren Berührungs- 
kanten in einer dritten Tangentialebene des Kegels liegen. 

Die Schnittlinienpaare conjugirter Tangentialebenen mit der 
Doppeltangentenebene bilden eine quadratische Strahleninvolution, 
deren Doppelstrahlen die Berührungskanten der Doppeltangenten- 
ebene sind. 

Wenn man dem Sehnittlinienpaare zweier conjugirter Ebenen 
mit der Doppeltangenten ebene die Schnittlinie der letzteren mit der 
Ebene, in welcher die Berührungskanten der beiden ersteren liegen, 
zuordnet, so erhält man in der Doppel tan gentenebenc zwei concen- 
trische ein-zwei-deutige Büschel von Strahlen, für welche die Be- 
rührungskanten der Doppeltangentenebene ebensowohl die Rolle der 
Verzweigungs strahlen als auch der Doppelstrahlcn spielen. Legt 
man durch die drei Doppelstrahlen dieser beiden ein-zwei-deutigen 
Büschel an den Kegel die drei Tangentenebenen, so stellen diese 
die drei Rückkehr(Spitzen-)ebenen des Kegels vor und schneiden 
sich in einer und derselben Geraden. 

Die drei Rück kehr ebenen, welche den Kegel in den drei Rück- 
kehrkanten berühren, sind sämmtlich reell, wenn die Doppeltangen- 
tenebene des Kegels eine ideelle ist; es ist nur eine Rückkehrebene 
reell, wenn die Doppeltangentenebene eine eigentliche ist. 

"Wenn der gemeinschaftliche Scheitel beider Büschel in \inend- 
lichei- Ferne sich befindet, so ändert dies durchaus nichts an der 
Natur ihres Erzeugnisses. Der Kegel geht einfach in einen Cylinder 
dritter Classe vierter Ordnung mit einer Doppeltangentenebene über. 
Wenn das eindeutige Büschel selbst ganz in unendlicher Entfernung 
liegt, d. h. wenn es ein Büschel von Stellungen ist, so entsteht ein 
Cylinder dritter Classe vierter Ordnung, welcher die unendlich weite 
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Ebene berührt. Ist das zweideutige Büschel unendlich -weitj so 
wird ein Cylinder dritter Classe vierter Ordnung erzeugt worden, 
welcher die unendlich weite Ebene zur Doppeltangentenebene 
besitzt. 

Nachdem wir erkannt haben, dass das Erzeugniss zweier ein- 
zweideutiger Büschel im Eaume, welche sich an einem gemein- 
schaftlichen Scheitel befinden, ein Kegel dritter Olasse vierter 
Ordnung ist, erübrigt noch der reducirten Lage beider Büschel zu 
gedenken. 

Zwei Strahlenbüschel im Räume, auf demselben Scheitel befind- 
lich, werden in redacirter Lage sein, wenn sich der gemeinschaftliche 
Strahl beider Büschel (der Schnittstrahl ihrer Ebenen) selbst ent- 
spricht. 

Da nun der Schnitt zweier reducirt im Räume liegenden Strahlen- 
büschel mit ^irgend einer ihren Scheitel nicht enthaltenden Ebene 
zwei reducirte Punktreihen gibt, und da zwei reducirte Punktreihen 
einen Kegelschnitt erzeugen, welcher den Träger der zweideutigen 
Reihe berührt (I, Tbeil, Art. 14), so wird das Erzeugniss der beiden 
reducirten Büschel ein Kegel zweiten Grades sein, welcher die 
Ebene des zweidei\tigen Büschels berührt. Wir können daher folgen- 
den Satz aussprechen: 

„Zwei ein-zwei-deutige im Räume an einem gemein- 
schaftlichen Scheitel befindliche Strahlenbüsche] er- 
zeugen einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, 
welcher die Ebene des eindeutigen Büschels einfach und 
jene dos zweideutigen Büschels doppelt berührt." 

„Zwei ein-zwei-deutige im Räume an einem gemein- 
schaftlichen Scheitel befindliche rodiicirtc Strahlen- 
büschel erzeugen einen Kegel zweiten Grades, welcher 
die Ebene des zweideutigen Büschels berührt." 

Im letzten Falle zerfällt das Erzeugniss eigentlich in den er- 
wähnten Kegel und den gemeinschaftlichen sich selbst entsprechen- 
den Strahl beider Büschel. 

Zwei ein-zwei-deutige Büschel im Räume, welche einen ge- 
meinschaftlichen Scheitel haben, kann man einfach dadurch her- 
stellen, dass man von zwei ein -zwei -deutigen im Räume beliebig 
liegenden Punktreihen aus einem beliebigen Punkte den Schein 
nimmt. Die Ebenen, welche durch entsprechende Strahlen der so 
entstehenden ein-zwei-deutigen Büschel bestimmt werden, sind 
ofi'enbar dieselben, wie jene, welche durch den beliebig genommenen 
Punkt (den Scheitel der beiden Büschel) und entsprechende Punkte- 
paare der beiden ein-zwei-deutigen Reihen bestimmt werden. Da- 
her der Satz: 
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„Legt man durch je zwei entsprechende Punkte 
zweier im Räume beliehig liegender eiii-zwei-deutiger 
Reihen undeinen festen Punkt Ebenen, so umhüllen diese 
einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher die 
durch den festen Punkt und den Träger der eindeutigen 
Reihe gelegte Ebene einfach, und die durch den Punkt 
und den Träger der zweideutigen Reihe gelegte Ebene 
doppelt berührt." 

Um zwei ein-zwoi-deutige, im Räume reducirt liegende Strahlen- 
büschel mit demselben Seheitel in ähnlicher Weise zu erhalteiij 
braucht man nur den Punkt, von welchem aus man den Schein beider 
Reihen nimmt, auf der Verbindungslinie irgend zweier entsprechender 
Punkte beider Reihen zu nehmen. Offenbar wird dann diese Ver- 
bindungslinie der gemeinschaftliche Strahl beider Büschel sein und 
wird sieh, weil durch zwei entsprechende Punkte beider Reihen 
gehend, selbst entsprechen; daher die Büschel in reducirter Lage. 
Nun erzeugen zwei solche Büschel einen Kegel zweiter Ordnung und 
und somit der Satz: 

,, Nimmt man auf der Verbindungslinie zweier ent- 
sprechenden Punkte zweier ein-zwei-deutigen, im Räume 
beliebig liegenden Reihen einen festen Punkt an und 
legt durch diesen und je zwei entsprechende Punkte 
beider Reihen eine Ebene, so umhüllen alle so erhal- 
tenen Ebenen einen Kegel zweiten Grades, welcher die 
durch den festen Punkt und den Träger der zweideu- 
tigen Reihe bestimmte Ebene berührt." 

3. Betrachtet man zwei ein -zwei -deutige Ebenenbüschel, deren 
Axen sich schneiden, welche also eine Ebene gemeinsam haben, und 
fragen wir nach der Natur ihres Erzeugnisses, d. h. nach der Natur 
der Gesammtheit der durch je zwei entsprechende Ebenen erzeugten 
OurchachnittsÜnien , so ist sofort klar, dass sie eine Kegelfläche er- 
füllen werden, deren Scheitel der Schnittpunkt der beiden Axen ist; 
denn durch diesen Schnittpunkt muss jede Schnittlinie entsprechender 
Ebenen (jede Kante des erzeugten Kegels) hindurchgehen. 

Um die Schnittlinie des erzeugten Kegels mit irgend einer 
Ebene zu bestimmen, braucht man nur zu bemerken, dass eine 
solche Ebene die beiden Ebenenbüschel in zwei Strahlenbüscheln 
sehneidet j welche ebenfalls in ein - zwei- deutiger Beziehung sich 
befinden. Zwei solche Büschel erzeugen nun (I. Theil, Art. 12.) eine 
Curve dritter Ordnung, welche im Scheitel des eindeutigen Büschels 
einen einfachen und im Scheitel des zweideutigen Büschels einen 
Doppelpunkt besitzt. Der erzeugte Kegel ist aber nichts anderes, 
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als der Schein cliesor Curve aus dem Schnittpunkte beider Axen 
der awei Kbenenbüschel ; somit der Sat»: 

„Zwei ein-a wei-deutige Ebenenbüaehel, deren Axen 
sich schneiden, erzeugen einen Kegel' dritter Ordnung 
vierter Classe, für weichen die Äxe des eindeutigen 
Büschels eine einfache und die Axe des zweideutigen 
Büschels eine Doppelkante ist." 

Jeder ebene Schnitt eines solchen Kegels ist eine ebene Curve 
dritter Ordnung vierter Olstsse, welche auf der Doppelkante des 
Kegels einen Doppelpunkt besitzt. Jeder Kegel dritter Ordmtng 
mit einer Doppelkante kann als das Erzeugniss unendlich vieler Paare 
ein-zwei-deutiger Büschel betrachtet werden. Die Doppelkante ist die 
Axe aller zweideutigen Büschel, während die einzelnen einfachen 
Kanten die Axen der jeweiligen eindetjtigen Büschel sind. 

Der, beiden Büscheln gemeinschaftlichen Ebene (der durch beide 
Axen gelegten Ebene) entspricht im eindeutigen Büschel die Tan- 
gentenebene des Kegels längs der Axe des eindeutigen Büschels, 
und in dem zweideutigen Büschel entsprechen ihr die zwei Tan- 
gentialebenen des Kegels längs der Doppelkante. Je nachdem 
diese letzteren reell oder imaginäi- sind, ist die Doppelkante eine 
. eigentliche oder eine ieolirte (ideelle). Fallen diese zwei Tangenten- 
ebenen zusammen, so wird die Doppelkante zu einer Rückbehr- 
kante (Spitzenkante) ; der Kegel ist dann nur mehr von der dritten 
Classe. 

Die Verzw ei gungs ebenen des eindeutigen Büschels sind die 
durch seine Axe an den Kegel gehenden Tangentialebenen und be- 
rühren den Kegel in denjenigen Kanten, in welchen sie von den 
entsprechenden Doppelebenen des zweideutigen Büschels geschnitten 
werden. 

Bringt man zwei ein- z wei-deutige Ebenenbüsehel ia eine der- 
artige Lage, dass sich ihre Axen schneiden, so erzeugen sie dann 
einen Kegel mit eigentlicher Doppelkante, wenn das zweideutige 
Büsijhel reell ist, oder wenn, falls es complex wäre, der gemein- 
schaftliche Strahl dem reellen Theile des eindeutigen Büschels an- 
gehört. 

Ist die gemeinschaftliche Ebene eine Doppelebene des zweideu- 
tigen Büschels, so entsteht ein Kegel, für welchen die Äxe des ein- 
deutigen Büschels eine Inflexionskanto ist. Ist schliesslich die ge- 
meinschaftliche Ebene eine Verzweigungs ebene des eindeutigen 
Büschels, so entsteht ein Kegel mit einer Eückkehrkante und so- 
mit nur von der dritten Classe. 

Unter zwei eonjugirten Kanten eines Kegels dritter Ordnung 
mit einer Doppelkaiite verstehen wir zwei solche Kanten, deren Be- 
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rührungs ebenen sich in einer dritten Kante des Kegels (der Tan- 
gentialkante der beiden ersteren) scbneiden. 

Ordnet man den durch die Doppelkante nach einem Paare eon- 
jiigirter Kanten gehenden zwei Ebenen die durch die Doppelkante 
nach der gemeinsamen Tangentialkante gehende Ebene zn, so er- 
hält man an der Doppelkante zwei eoaxiale ein-zwei-deutige Ebenen- 
büschel, für welche die Tangenten ebenen der Doppelkante sowohl 
die Verzweigungs ebenen des eindeutigen als auch die Doppelebenen 
des zweideutigen Büschels darsteUen. Die drei Doppelebenen dieser 
beiden ein-zwei-deutigen Büschel schneiden den Kegel m den drei 
Inflexionskanten desselben. Die drei Inflexionskanten liegen in 
einer und derselben Ebene und sind dann m'^geiammt reell, wenn 
die Doppelkante des Kegels eine isolirte ist, es bleibt nui eine In- 
flexionskante reell, wenn die Doppelkante eine uneigentliche ist- 

Wenn die Axen beider Ebenenbüschel piiallel sind, so erzeugen 
sie einen Kegel mit unendlich weitem Seheitel d h einen Cylinder 
dritter Ordnung mit einer Doppelkante. 

Ist das eindeutige Büschel ein Parallelebenenbüschel, so ent- 
steht ein Cylinder dritter Ordnung, für welchen die Axe des ein- 
deutigen Büschels eine Asymptotenkante ist. Ist das zweideutige 
Büschel ein Parallelebenenbüschel, so wird ein Cylinder erzeugt, 
welcher eine unendlich weite Doppelkante besitzt. Wenn schliesslich 
beide Büschel Parallelebenenbüschel sind, so wird der entstehende 
Cylinder eine unendlich weite einfache und eine unendlich weite 
doppelte Kante besitzen. 

Wenn sich die gemeinschaftliche Ebene beider Büschel selbst 
entspricht, so befinden sich diese in reducirter Lage. Ein Schnitt 
derselben mit einer beliebigen Ebene gibt zwei in dieser Ebene 
reducirt liegende Strahlenbüschel, ""welche (Art. 14., 1. Theil) einen 
Kegelschnitt erzeugen , der durch den Scheitel des zweideutigen 
Büschels hindtirehgeht. Das Erzeugniss der beiden Ebenenbüschel 
ist nun der Schein (die Perspective) dieses Kegelschnittes aus dem 
Schnittpunkt beider Axen genommen; es ist somit ein Kegel zweiten 
Grades, welcher durch die Axe des zweideutigen Büschels hin- 
durchgeht. 

„Zwei ein-zwei-deutigc Ebenenbüschel, deren Axen 
sich schneiden, erzeugen einen Kegel dritter Ordnung 
vierter Classe, welcher durch die Axe des eindeutigen 
Büschels einmal und durch die Axe dos zweideutigen 
Büschels zweimal hindurchgeht." 

„Zwei ein-zwei-deutige reducirte Ebenenbüschel 
erzeugen einen Kegel zweiten Grades, welcher durch die 
Axe des zweideutigen Büschels hindurchgeht." 
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Anmerkung'): Es dürfte nicht un zweckmässig sein, auf eine 
besondere Entstehungsar t des eten betrachteten Kegels dritter Ord- 
nung vierter Classe aufmerksam zu machen. 

Eine Raumeurve (7j dritter Ordnung ist bekanntlich auch gleich- 
zeitig von der dritten Classe, In jeder Ebene E Aes Raumes liegen 
drei Punkte derselben und durch jeden Punkt P des Raumes gehen 
drei Schmiegungs ebenen dieser Cui've. Sie kann demnach ebenso- 
wohl erzeugt werden durch drei projeetivische Ebenenbüschel als 
auch durch drei projectivische Punktreihen, welche auf drei beliebig 
im Räume gelegenen Axen sich befinden. Im ersten Falle tritt die 
Curve als Ort des Durchschnitte punktes entsprechender Ebenen auf 
und ira zweiten Falle ist sie die Enveloppe der durch entsprechende 
Punkte gelegten Ebenen. 

Am einfachsten entsteht eine solche Curve als Durchschnitt 
zweier Flächen zweiten Grades, welche eine geradlinige Erzeugende 
gemeinschaftlich haben. 

Avis jedem ihrer Punkte wird die Curve durch einen Kegel 
zweiten Grades projicirt und jede ihrer Schmiegungs ebenen schneidet 
die Gesammtheit der anderen (ihre developpable Fläche) in der Tan- 
gentenschaar eines Kegelschnittes. Die Verbindungsgerade zweier 
Punkte der' Curve heisst eine Secante und zwar eine eigentliche oder 
eine ideelle, je nachdem die beiden Punkte reell oder imaginär sind. 
Die Durchschnittelinie zweier Schmiegungs ebenen heisst eine Axe 
und kann ebensowohl eine eigentliche als auch eine ideelle sein. 
„Durch jeden Punkt des Raumes, welcher der Cui-ve nicht 
angehört, geht eine Secante der Curve." 

Liegt der Punkt auf der Ciirve, so bestimmt er mit jedem an- 
deren Punkte der Curve eine Secante; liegt der Punkt auf der deve- 
loppablen Fläche, so wird die Secante zu einer Tangente. 

„In jeder Ebene des Raumes, welche keine Schmiegungs ebene 
der Curve ist, liegt eine Axe der Curve." 

Ist die Ebene eine Schmiegungsebene , so schneidet sie jede 
andere Schmiegungs ebene in einer Axe der Curve. 

Die Kenntniss der beiden letzten einander dual entsprechenden 
Eigenschaften der Curve setzt uns in den Stand, die liatur des 
Kegels zu untersuchen, welcher einen beliebigen Punkt des Raumes 
zum Scheitel und unsere Cui've zur Leitlinie besitzt. 

Wenn man über die Curve C^ aus einem beliebigen Punkte P 
des Raumes (welcher jedoch nicht der Curve angehören soll) einen 
Kegel construirt, so wird derselbe jedenfalls ein Kegel dritter 
Ordnung werden. Denn jede durch P gelegte Ebene schneidet Cg 



') Vergl, Anal. Geom. von Salmon- Fiedler. IL Band, pa^. 93. 
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in drei Punkten, enthält somit drei Kanten des Kegels und folglich 
wird er von jeder Geraden des Raumes in -drei Punkten getroffen. 
Dieser Kegel ist jedoch nicht allgemeiner Natur. 

Ein Kegel dritter Ordnung ist nämlich im Allgemeinen von 
der sechsten Classe d. h. durch jeden Punkt lassen sieh an ihn sechs 
Tangentialebenen legen. Der von uns aus P über C^ construirte 
Kegel ist jedoch nur- von der vierten Classe, weil er eine Doppel- 
kante besitzt. Diese Doppelkante ist die durch den Scheitel P 
gebende Secante S der Curve C^. 

In der That wird jede durch S gehende Ebene nur nocb eine 
Kante des Kegels enthalten, weil eie die Curve ausser in den beiden 
auf S liegenden Punkten nur nocb einmal schneidet. Wir wollen die 
beiden auf S liegenden Punkte der Curve mit a, und «j und die Tan- 
genten der Curve in denselben mit O, und O^ bezeichnen. 

„Der aus einem beliebigen Punkte über einer Raumeurve dritter 
Ordnung construirte Kegel ist von der dritten Ordnung und der 
vierten Classe. Die durch den Scbeitel gehende Secante der Curve 
ist die Doppelkante des Kegels," 

Der Kegel kann eine verschiedene Natur besitzen. Ist nämlich 
erstens die Secante S eine eigentliche Secante, so wird sie auch 
eine eigentliche Doppelkante des Kegels sein. Sind cij, öj, wie an- 
genommen wurde, die beiden Punkte, welche S mit der Curve ge- 
niein hat, und 0i, Q^ deren resp. Tangenten, so sind in diesem 
FaUe a, und a^, somit auch 0, und 0,, reell. Die beiden durch S 
und 0| und Oj gelegten Ebenen sind die Tangentialebenen des 
Kegels in der Doppelkante S. Diese Tangentialebenen sind also 
auch reell und die Doppelkante eine eigentliche. 

Zweitens kann S eine ideelle Secante der Cui-ve sein; dann 
^ind a, und k^ und somit auch 0^ und 0^ imaginär, folglich auch 
■die Tangentialebenen des Kegels in der Doppelkante und diese ist 
eine isolirte oder ideelle Doppelkante, 

Als Grenzfall kann der Fall eintreten, dass die Secante S in 
eine Tangente übergeht oder dass die beiden Punkte Oj und a^ un- 
endlich nahe zu einander rücken; dann fallen auch die beiden Tan- 
genten 01 und 02 und folglich auch die beiden Tangentialebenen 
des Kegels in der Doppelkante zusammen. Die Döppelkante S wird 
in diesem Falle eine Rückkehrkante und der Kegel wird nur mehr 
von der dritten Classe sein. 

Offenbar wird die Partie jene Punkte, für welche die Secante 
S eine Tangente der Curve Cg wird, die beiden Partieen, fiir welche 
sie eine eigentliche oder eine ideelle Secante wird, von einander 
trennen. Nun ist aber klar, dass, wenn ein Punkt auf einer Tan- 
gente der Curve liegt, er sich auf der developpabien Fläche derselben 
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befindet. Somit scheidet die developpable Fläche der Curve die Punkte, 
denen eigentliche Secanten zukommen, von jenen, denen ideelle 
Secanten angehören. Die developpable Fläche kann sich selbst nie 
durchschneiden, weil es sonst Punkte geben würde, durch welche 
sich mehr als eine Tangente (Secante) der Curve legen lieaee, was 
nicht angeht. 

„Der über einer Raumcurve dritter Ordnung beschriebene Kegel 
besitzt sonach eine eigentliche oder eine isolirte Doppelkante, je nach- 
dem sein Scheitel auf der einen oder der anderen Seite der developpablen 
Fläche der Curve liegt. Liegt der Scheitel auf der developpablen Fläche 
selbst, so wird der Kegel eine Eückkehrkante aufweisen." 

Durch den Scheitel P des Kegels gehen drei Schmiegungs ebenen 
der Curve (weil sie von der dritten Classe ist), deren drei Berüh- 
rungspunkte wir mit a, b, c bezeichnen wollen. Jede der drei 
Schmiegungsebenen achneidet die Curve in ihrem Berührungspunkte 
in drei zusammenfallenden Punkten und d esshalb werden diese 
Ebenen die Inflexions ebenen des über der Curve construirten Kegels 
sein. Die drei Strahlen Pa, Ph, Pc sind demnach die drei Inflexiona- 
kanten dieses Kegele. 

Es treten nun zwei Sätze auf, welche sich wechselseitig bedingen; 
einer bezüglich der Raumcurve und einer bezüglich des Kegels. Es 
sind diess folgende zwei Sätze: 

„Die drei Inflexions kanten eines Kegels dritter Ordnung vierter 
Classe liegen in einer und derselben Ebene." 

„Die Berührungspunkte der drei durch einen Punkt an eine 
Raumcurve dritter Ordnung gelegten Schmiegungs ebenen liegen mit 
diesem Punkte in derselben Ebene." 

Denn projicirt man die Curve aus dem Punkte P, so erhält man 
einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, füi' welchen die drei 
Sehm'iegungsebonen die Inflexionaebenen vorstellen. Da nun die 
Inliexionskanten in einer und derselben (selbstverständlich auch den 
Scheitel enthaltenden) Ebene liegen, so erkennt man augenblicklich, 
wie der zweitausgesprochene Satz aus dem vorhergehenden fliegst 
und umgekehrt. 

Nun wurde früher gezeigt, dass bei einem Kegel dritter Ord- 
nung mit einer Doppelkante alle drei oder nur eine Inflexionskante 
reell ist, jenachdem die Doppelkante eine isolirte oder eine eigent- 
liche ist. Diess führt also unmittelbar zu folgendem Satze: 

„Durch einen Punkt gehen dann drei reelle Schmiegungs ebenen 
einer Raumcurve dritter Ordnung, wenn die durch den Punkt gehende 
Secante eine ideelle ist; wenn diese Secante eine eigentliche ist, 
so lässt sich nur eine einzige reelle Schmiegungsebene der (Jurve 
durch den Punkt hindui'chlegen," 
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Es ti'eniit somit die developpable Fläche auch solche Punkte, 
durch welche drei reelle Schmiegunga ebenen der Curve hindurch- 
gehen, von solchen, durch welche nur eine einzige reelle Schmiegunga - 
ebene gelegt werden kann. Eine analoge Betrachtung liefert den 
Satz: 

„In einer Ebene liegen drei reelle Punkte einer Eauracui"ve 
dritter Ordnung, wenn die in dieser Ebene befindliche Äxe der Cuvve 
eine ideelle ist; und es liegt nui' ein reeller Punkt in der Ebene, 
wenn die Ase eine eigentliche ist." 

4. Zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel, deren Axen sich 
schneiden, kann man leicht dadurch erhalten, dass man aus einem 
beliebigen Punkte dea Raumes den Schein nimmt von zwei im 
Räume beliebig liegenden ein - zwei - deutigen Strahlenbüecheln. Man 
erhält so zwei Ebenenbüschel, deren Axen die Verbindungslinien 
des angenommenen Punktes mit den zwei Büschels cheit ein sind. 
Die Schnittlinie zweier entsprechenden Ebenen der beiden Ebenen- 
büschel ist dann ofi'enbar jene Gerade, welche durch den angenom- 
menen Punkt gehend die beiden entsprechenden Strahlen der zwei 
Strahlenbüschel schneidet. 

Wir erhalten demnach folgenden Satz : 

,, Befinden sich zwei ein-zwei-deutige Strahlenbüschel 
in beliebiger Lage im Räume und man legt durch einen 
willkürlich angenommenen Punkt solche Strahlen, welche 
jezwei entsprechende Strahlen beider Büschel schneiden, 
so erfüllen sie einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, 
für welchen die Verbindungslinie des angenommenen 
Punktes mit dem Scheitel des zweideutigen Strahlen- 
biisehels eine Doppelkante ist." 

5. Befindet sich im Räume eine eindeutige Reihe und ein ihr 
verwandtes zweideutiges Strahlenbüschel, so kann man durch jeden 
Punkt der Reihe und die beiden ihm entsprechenden Strahlen des 
Büschels ein Ebenenpaar legen und nach dem von diesen Ebenen 
umhüllten Gebilde fragen. 

Offenbar wird von allen so i^tstehenden Ebenen eine Kegel- 
fläche umhüllt, deren Scheitel der Seheitel des Stralilenbüscbels ist. 
Man kann diese Kegelfläche auch folgendermassen erzeugen. 

Die eindeutige Reihe werde von dem Büschelscheitel dui-ch ein 
Strahlenbüschel projicirt, welches selbstverständlich mit dem schon 
vorhandenen in ein - zwei - deutiger Beziehung stehen wird. Die durch 
entsprechende Sti-ahten beider Büschel gelegten Ebenen werden dann 
den mehrerwähnten Kegel umhüllen. Dieser ist nun nach Art. 2. 
ein Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher die Ebene des 
zweideutigen Büschels berührt.' 
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„Legt man durch die Punkte einer eindeutigen Reihe 
und durch die -entsprechenden Strahlen eines ihr ver- 
wandten zweideutigen Büschels Ebenen, so umhüllen 
diese einen Kegel dritter Ordnung vierter Classe, welcher 
seinen Seheitel in jenem des Büschels hat und welcher 
die Ebene des Büschels doppolt berührt, während er die 
durch seinen Scheit&l und den Träger derKeihe gehende 
Ebene einfach berührt." 

Wenn dem Durchs tos spunkte der Punktreihe mit der Ebene des 
Strahlenbüschels dei' durch diesen Punkt gehende Strahl des Büschels 
entspricht, so sind die beiden Gebilde in redueirter Lage and werden 
desslialb einen Kegel zweiten Grades erzeugen, welcher die Büschel- 
ebene berührt. 

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, dass die Punktreihe zwei- 
deutig und das Strahlen büschel eindeutig sei. 

Es unterliegt gar keinen Schwierigkeiten durch dasselbe Eai- 
sonnement zu folgendem Kesultate zu gelangen: 

„Legt man durch die Punkte einer zweideutigen Eeihe 
und durch die entsprechenden Strahlen eines ihr ver- 
wandten eindeutigen Büschels Ebenen, so umhüllen diese 
einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, welcher 
seinen Scheitel in jenem des Büschels hat und welcher 
die Büschelebene einfach berührt, während er die durch 
seinen Scheitel und den Träger der Reihe gelegte Ebene 
doppelt berührt." 

Lägen die beiden Gebilde reducirt, so würden sie einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen, welcher die durch den Träger der Reihe 
und den Büschelscheitel gelegte Ebene berührt. 

6. Sind im Räume ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel 
in ein-zwei-deutiger Beziehung gegeben, so kann man die Strahlen 
des Strahlenbüschels mit den ihnen entsprechenden Ebenen des 
Ebenenbüschels zum Schnitte bringen. Das Ebenenbüschel wird 
von der Ebene des Strahlenbüechels in einem Strahlenbüschel ge- 
schnitten, welches mit dem gegebenen offenbar ebenfalls in ein-zwei- 
deutiger Beziehung steht. Das Erzeugniss der beiden Strahlenbüschel 
(eine Curve dritter Ordnung vierter Classe) ist dami zugleich das 
Erzeugniss des Ebenenbüschels mit dem ursprünglich gegebenen 
StrahlenbüBchel. War das gegebene Strahlenbüschel zweideutig, so 
wird der Doppelpunkt der ei'zeugten Curve in seinem Scheitel liegen; 
war das Ebenenbüsehol zweideutig, so wird der Doppelpunkt auf 
dessen Axe sich befinden. 

„Ist ein Strahlenbüschel mit einem Ebenenbüschel in 
ein-zwei-deutiger Beziehung, so schneiden sich entspre- 
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chendeEleraente der beiden Gebilde in den Punliten einer 
Curve dritter Ordmiug vierter Classe, welche in der 
Ebene des Strahlenbtiacliele liegt und deren Doppelpunkt 
in dem Scheitel des Strahlenbüschels oder auf der Ase 
des Ebenenbüschels liegt, je nachdem das erstere oder 
letztere das zweideutige Gebilde ist." 

Die beiden Gebilde liegen reducirt und erzeugen einen Kegel- 
schnitt, wenn der durch den Scheitel des Strahlenbüschela gehenden 
Ebene des Ebenenbüechels der die Axe des letzteren schneidende 
Strahl des ersteren entspricht. 

7, Wenn im Räume eine eindeutige Punktreihe und ein ihr zu- 
geordnetes zweideutiges Ebenenbüschel gegeben ^t, so kann man 
die beiden Gebilde unmittelbar nicht in Verbindung bringen, da 
man von einem Erzeugnisse eines Punktes mit einer Ebene nicht 
sprechen kann. 

Man kann jedoch von jedem Punkte der Reihe auf die ihm 
entsprechenden Ebenen des Büschels Perpendikel fällen und nach 
der Natur der Gesammtheit dieser Pei-pendikel fragen. Offenbar 
erhält man die Gesammtheit dieser Perpendikel folgenderweise. Man 
bestimme zu dem Büschel der Stellungen des Ebenenbüschels (zu 
dem unendlich weiten Strahlenbüschel, welches aus dem Ebenen- 
büschel durch die unendlich weite Ebene geschnitten wird) die Poi- 
reihe bezüglich des imaginären Kugelkreises , welche Polreihe mit 
der gegebenen Punktreihe ebenfalls in ein - zwei - deutiger Beziehung 
sein wird. Statt nun von einem Punkte der gegebenen Reihe auf 
die ihm entsprechenden Ebenen Perpendikel zu fällen, verbinde man 
den Punkt mit den Polen der unendlich weiten Geraden dieser Ebene. 
Wii" haben somit das Erzeugniss der beiden ursprünglichen Ge- 
bilde auf jenes zweier ein - zwei - deutiger Punktreihen zurückgeführt, 
von welchem wir später handeln wollen. 

Sollte die gegebene Punktreibe zweideutig sein, so wird die 
unendlich weite PoJreihe die eindeutige »sein. 

Wir werden von diesen Erzeugnissen später sprechen und er- 
wähnen hier bloss, dass es specielle Arten jener Piäclien sind, welche 
durch ein - zwei - deutige Punktreihen oder Ebenenbüschel im Allge- 
meinen entstehen. 

8. Von besonderer Wichtigkeit ist die Betrachtung des Erzeug- 
nisses zweier ein -zwei -deutiger Ebenenbüschel oder zweier ein-zwei- 
deuüger Punktreihen, welche im Räume ganz altgemein gelegen sind. 
Betrachten wir zunächst zwei allgemein gelegene ein-zwei-deutige 
Ebenenbüschel G' und G". Die Axe des eindeutigen Büschels Cr 
L wir Ä und jene des zweideutigen Büschels G" nennen wir Ä'. 
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Die beiden Axen A', A" sind zwei sich kreuzende odei' zwei wind- 
schiefe Gerade. 

Jeder Ebene | dos eindeutigen Büschels G' entspricht ein Ebenen- 
paar ||, Sä des zweideutigen Büschels G", welches Ebenenpaar die 
Ebene ^ in einem Strahlenpaare .^jX^ schneiden wird. 

„Unter dem Erzeugnisse der beiden Ebenenbüschel 
G', G" verstehen wir die Gesammtheit der Schnittlinien 
entsprechender Ebenen der beiden Büschel." 

Dieses Erzeugniss d. h. also die Gesammtheit der Strahlenpaare X, , 
X^ wird eine Fläche und speciell eine Eegelfläche sein. Denn wir können 
sie durch die continuirliche Bewegung fiines Strahles z. B. Z, ent- 
stehen lassen, welcher der Bedingung unterworfen ist, die Schnitt- 
linie zweier entsprechender Ebenen beider Büschel zu bleiben. 

Die Strahlen X^, X^ sind somit Erzeugende der erzeugten 
Regelfläche. Es braucht wohl nicht besonders bemerkt zu werden, 
dass die erzeugte Fläche eine Segelfläche sein wird; denn je zwei 
aufeinanderfolgende Lagen der Erzeugenden werden von den beiden 
Axen geschnitten und folglich würde die Annahme zweier aufein- 
anderfolgender sieh schneidender Erzeugenden unmittelbar zu dem 
Schlüsse führen, dass sich auch die Axen ÄA' achneiden, was gegen 
die Voraussetzung ist. 

Fassen wir das eich aus unserer Beti'aehtung Ergebende zu- 
sammen, so ergiebt sieh also zunächst, dass das Erzeugniss zweier 
ein -zwei -deutiger Ebenenbüachel mit windschiefen Axen eine Regel- 
fläche ist. Die geradlinigen Erzeugenden dieser Fläche entstehen 
als Dui'chschnittslinien zweier sich entsprechender Ebenen beider 
Büschel. 

Es erzeugen in dieser Art die beiden entsprechenden Ebenen 
S und I, die Erzeugende X,. 

Wenn wir dei*Vorgang der Bestimmung von X^ näher betrachten, 
so ergiebt sich zunächst, da X^ mit Ä in der Ebene % und mit /(' 
in der Ebene |j liegt, dass (wie schon bemerkt wurde) jede Er- 
zeugende der ßegelfläehe die beiden Büschelaxen schneidet. 

Man kann auch, um die Erzeugenden der Fläche zu erhalten, 
auf Grund des eben Gesagten in folgender Weise vorgehen, was 
uns zu einer anderen Erzeugungsart derselben Fläche führen wird. 
Bestimmt man den Schnittpunkt x der Ebene %, welche dem ein- 
deutigen Ebenenbüschel angehört, mit der Axe Ä' des zweideutigen 
Büschels und ebenso die Schnittpunkte £c, , x.^ des entsprechenden 
Ebenenpaares resp. |, , Ij im zweideutigen Büschel mit der Axe A 
des eindeutigen und verbindet x mit x^ und x.^ durch das Strablen- 
paar X, , X^, so ist dieses Strahlenpaar ein Paar von Erzeugenden 
Fläche. In der That ist zufolge der Construction X^ die 
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Schnittlinie der Ebenen |, 1, und X^ die Schnittlinie der Ebenen 
%,%i> wodurch die aufgestellte Behauptung als erwiesen erscheint. 

Nun ist aber die so entstehende Reihe von Punkten x auf der 
Axe A" perspeetivisch zum eindeutigen Ebenenbiischel und die Reihe 
von Punktepaaren x^x.^ auf der Axe A' perspeetivisch zum zwei- 
deutigen Ebenenbiischel. Da die beiden Ebenenbüschel in ein -zwei- 
deutiger Beziehung sind, so werden es auch die beiden Punktreihen 
sein. Unsere Fläche entsteht durch das Verbinden entsprechender 
Punkte der beiden Reihen. 

Es wäre hierbei zu bemerken, dass, im Falte wir die Fläche, 
welche früher durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel entstanden 
ist, durch zwei ein-zwei-deutige Punkti'eihen entstehen lassen, die 
beiden Träger (Axen) ihre Rollen vertauschen. Es wird nämlich 
die Axe des eindeutigen Ebenenbüschels zum Träger der zweideu- 
tigen Punktreihe und die Axe des zweideutigen Ebenenbüsehels zum 
Träger der eindeutigen Punktreihe. 

Wir können nun folgende zwei Sätze aufstellen. 
„Die Schnittlinien entsprechender Ebenen zweier 
ein-zwei-deutigen Ebenenbüechel mit windschiefen Axen 
erfüllen eine Rügelfläche, welche man auch durch Ver- 
bindung entsprechender Punkte zweier ein-zwei-deutigen 
Punktreihen, von denen die eindeutige auf der Axe des 
zweideutigen Büschels und die zweideutige auf der Axe 
des eindeutigen Büschels sieb befindet, erhalten kann." 
„DieVerbindungaünien entsprechender Punkte zweier 
ein-zwei-deutigen Punkt reihen auf windschiefen Trägern 
erfüllen eine Regelfläche, welche man auch als Ort der 
Schnittlinie entsprechender Ebenen zweier ein-zwei- 
deutigen Ebenenbüschel, von denen das eindeutige den 
Träger der zweideutigen Reihe zur Axe und das zwei- 
deutige den Träger der eindeutigen Reihe zur Axe hat, 
erhalten kann." 
Und folglich: 

„Die durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel mit 
windschiefen Axen erzeugte Regelfläche ist der Natur 
nach identisch mit der durch zwei ein-zwei-deutige 
windschief Hegende Punktreihen erzeugten." 

9. Die Ordnung einer Fläche wird bestimmt durch die Zahl 
der Punkte, welche die Fläche mit einei- beliebigen Geraden ge- 
mein hat. 

Wollen wir somit die Ordnung der durch zwei ein-zwei-deu- 
tige Ebenenbüsche) mit windschiefen Axen erzeugten Regelfläche 
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bestimmen^ so fragen wir nach der Anzahl von funkten, walehe 
auf einer beliebigen G-eraden liegen. 

Nun bestimmen die beiden die Fläche erzeugenden Ebenen- 
büschel auf der Geraden zwei ein -zwei -deutige Punktreihen, welche 
drei Doppelpunkte besitzen werden (Ai-t. 9., 1. Theil). Es wird 
somit' dreimal geschehen, dass sich eine Ebene des einen Büschels 
mit der ihr entsprechenden Eigene des zweiten Büschels in einem 
Punkte der Geraden schneidet, und folglich geschieht es auch dreimal, 
dass ein Punkt der Geraden a\if der Fläche liegt, die Fläche ist 
somit von der dritten Ordnung. Da es eine Regelfläche ist, so muss 
sie auch von der dritten Classe sein (was wir übrigens auch ganz 
unabhängig zeigen werden.) 

„Die durch z wei e in- zwei-deut ige windschiefe Ebenen- 
büschel oder Punktveihen erzeugte Regelfläche ist von 
der dritten Ordnung." 

Wir wollen dieselbe in der Folge kurz mit F^ bezeichnen. 
1.0. Wir wollen, um für verschiedene Betrachtungen eine zweck- 
mässige Bezeichnung zu erhalten, die Axe des zweideutigen, eine 
Regeifläche dritter Ordnung erzeugenden Ebenenbüschels mit D und 
die Axe des zugehörigen eindeutigen Ebenenbüschels mit S bezeichnen ; 
soll dagegen die ßegelfläche durch zwei ein - zwei - deutige Punkt- 
reihen erzeugt werden, so soll der Träger der eindeutigen Reihe 
mit D und der Ti-äger der zweideutigen Reihe mit S bezeichnet 
werden. 

Durch jeden Punkt « der Fläche F<, geht offenbar eine gerad- 
linige Erzeugende der Fläche, welche man erhält, indem man durch 
« die Transversale A der beiden Geraden D, S legt. Diese Trans- 
versale A bestimmt auf J) und S zwei entsprechende Punkte der die 
Fläche erzeugenden ein-zwei-deutigen Reihen und bestimmt mit den 
Geraden D, S zwei entsprechende Ebenen der die Fläche erzeugenden 
ein-zwei-deutigen Ebenenbüschel. Es ist nun leicht einzusehen, 
dass ausser der einen Erzeugenden A keine weitere durch den Punkt 
a hindurchgehen könne. Denn angenommen, es würde ausser A 
noch eine aweite Erzeugende -i" durch den Punkt gehen, so müesten 
die sämmtlichen den einzelnen Punkten von A' angehörigen durch 
unsere Ebenenbüschel oder Punktreihen erzeugten Erzeugenden ein 
einschaliges Hyperboloid erfüllen, da sie die drei Geraden i), S, A' 
schneiden möchten. Die Fläche F^ müsste dieses Hyperboloid als 
Bestandtbeil enthalten und somit singulärer Natur sein, was gegen 
unsere Voraussetzung ist. Wir erkennen daher sofort: 

„Eine durch zwei ein-zwei-deutige Ebenenbüschel 
oder Punktreihen erzengte Regelfläche dritter Ordnung 
enthält nur ein System geradlinig Erzeugender so zwar. 
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da;ss im Allgemeinen durch jeden Punkt dei- Fläche eine 
einzige Erzei\gende hindurchgeht. Alle Erzeugenden 
schneiden die beiden Axen der die Fläche erzeugenden 
Gebilde so, dase die^e Axen ebenfalls der Fläche ange- 
hören." 

Die zwei Axen D und .S aeigen, wie man schon erkannt haben 
wirdj ein ganz eigent humlich es Verhalten dadurch, dasa sie beide 
von allen geradlinig Erzeugenden geschnitten werden, 

Betrachten wir die Gerade D etwaa genauer, so finden wir, dasa 
durch jeden ihrer Punkte nicht eine, sondern zwei Erzeugende der 
Fläche hindurchgehen. Denn die Gerade D ist der Träger der ein- 
deutigen Punktreihe, wenn man sich die Fläche durch Punktreihen 
erzeugt denkt, und folglich wird jedem Punkte derselben ein Punkte- 
paar auf S entsprechen, das mit dem Punkte auf D verbunden 
jenes Paar von Erzeugenden liefert, welches durch diesen Punkt 
hindurch geht. 

Dagegen kann man durch jeden Punkt der zweiten besonderen 
Geraden S nur eine einzige Erzeugende legen, da ihm {als der zwei- 
deutigen Reihe angehörig) nur ein einziger Punkt auf D entsprechen 
wird. 

„Während durch jeden Punkt der Geraden S eine ein- 
zige geradlinige Erzeugende der Fläche hindurchgeht, 
lassen sich durch jeden Punkt der Geraden i> zwei solche 
Erzeugende hindurch legen". 

Der Satz, dass die Elementenpaare des zweideutigen Gebildes 
eine quadratische Involution bilden (Art. 11., \. Theil), druckt sich 
bezüglich der Regelfläche dritter Ordnung folgend er massen aus: 

„Die durch die einzelnen Punkte von D gehenden Paare 
geradliniger Erzeugenden bestimmen auf S eine quadra- 
tische Punkte Involution und mit D eine quadratische 
Ebeneninvolution." 

11. Da die Fläche 7^^ eine Fläche dritter Ordnung ist, so kann 
man behaupten, dass ihre ebenen Schnitte Curven dritter Ordnung 
sein werden. Diese Schnittcurven sind jedoch besonderer Art, da 
sie einen Doppelpunkt besitzen. Betrachten wir die ebenen Schnitte 
der Fläche F^ etwas näher. 

Wenn wir mit der Fläche F'^., die wir uns durch die beiden 
ein -zwei -deutigen Ebenenbüschel S, D erzeugt denken, eine Ebene 
E in Verbindung bringen, so ist es nicht schwer die Schnittcurve 
von fg mit E zu bestimmen. 

Die Ebene E schneidet die beiden Ebenenbüschel B, S in zwei 
ein - zwei - deutigen Strahlenbüscheln d, s so zwar, dass der Scheitel 
d des zweideutigen Strahlenbüschels der Schnittpunkt der Ebene E 
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und der Axo D, und der Scheitel s des eindeutigen der Schnitt- 
punkt der Ebene E mit der Axe S ist. 

Die beiden Strahlenbüschel rf, s erzeugen eine Cui've dritter 
Ordnung ^3, welche in rf einen einfachen Punkt besitzt. 

„Jede Ebene schneidet die Regelfläche F..^ in einer Curve 
dritter Ordnung vierter Classe, welche auf der Linie ß 
einen Doppelpunkt besitzt." 

Es durchschneidet sich also die Fläche F-j in der Linie D selbst 
und somit ist D eine Doppellinie der Fläche F.^. 

„Die Gerade D d. i. die Axe des zweideutigen, die 
Fläche /"a erzeugenden Ebcnenbüschels oder die Axe der 
eindeutigen die Fläche erzeugenden Punktreihe ist eine 
Doppellinie der Fläche." 

Ausser dieser Doppellinie besitzt die Fläche keine weitere. Die 
beiden Geraden J) und S sind zwei geradlinige Leitlinien der Regel- 
flächeJ'^und zwar die einzigen, welche auftreten und auftreten können. 
Die eine, nämlich B ist überdiess eine Doppellinie der Fläche, während 
die zweite Iicitgerade S eine einfache Linie, aber von besonderer 
Natur ist. Wir wollen diese Gerade S kurz die einfache Leitlinie 
oder die einfache Directrix nennen. 

Wenn die sehneidende Ebene E durch die Doppellinie J) hindurch- 
geht, so wird sie, da diese Gerade D doppelt zum Schnitte zu zählen 
hat, die Fläche F._^ nur noch in einer einzigen Geraden — in einer 
Erzeugenden der Fläche schneiden können. In der That entspricht 
einer durch £> gehenden Ebene als zum zweideutigen Ebenenbüschel 
gehörig nur eine einzige Ebene des eindeutigen Büschels S, welche 
die Ebene E längs einer Erzeugenden schneidet. Diese Erzeugende 
repräsentirt in diesem Falle die Schnittlinie der Ebene E mit der 
Fläche F.y Es zerfällt hier der cubische Schnitt in diese Erzeugende 
nnd die doppolt zu zählende Doppellinie ß. 

„Jede durch die Doppellinic ß der Fläche gelegte 
Ebene schneidet die Fläche ausser in dieser, noch nach 
einer Erzeugenden." 

Enthält die sehneidende Ebene E die einfache Leitlinie S, so 
wird sie ausser dieser noch einen quadratischen Schnitt mit der 
Fläche F.^ liefern müssen. Dieser Schnitt besteht nur aus zwei Ge- 
raden. Denn der durch S gehenden Ebene E werden im zweideu- 
tigen Büschel J) zwei Ebenen entsprechen, welche E in zwei Er- 
zeugenden der Fläche schneiden. Der Schnitt einer durch E gelegten 
Ebene mit der Fläche ist somit ein Kegelschnitt mit einem Doppel- 
punkte, und zwar befindet sich, wie selbstverständlich ist, der Doppel- 
punkt auf der Doppcllinio ß und ist der Schnittpunkt derselben mit 
der Ebene E. 
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„Jede durch die einfache Leitgerade S geleglo Ebene 
schneidet die Fläche in einem Gcradenpaar, welches die 
Doppellinio in einem und demselben Punkt trifft." 

Ehe wir die ebenen Schnitte unserer Fläche F^ näher untersuchen, 
soll im nächsten Artikel nachgewiesen werden, dass die von uns 
erzexigte Fläche eine Regelfläche dritter Ordnung im Allgemeinen ist. 
12,1) j)Qy ebene Schnitt einer Fläche dritter Ordnung im All- 
gemeinen ist eine Curve dritter Ordnung. Hat die Fläche eine 
Doppelcurve, so wird jeder ebene Schnitt derselben Doppelpunkte 
besitzen und zwar in jenen Punktenj wo die Doppelcurve die Ebene 
schneidet. Da nun eine ebene Curve der dritten Ordnung höchstens 
einen Doppelpunkt besitzen kann, so kann, wenn eine Fläche dritter 
Ordnung eine Doppellinie besitzt, dieselbe nur eine Gerade sein. 

„Bei einer Fläche dritter Ordnung kann eine mögli- 
cherweise auftretende Doppellinie nur eine Gerade sein." 
Nun lässt sich leicht aeigen, dass, wenn eine Fläche dritter 
Ordnung eine Doppclgerade ß besitzt, die Fläche nothwendiger 
Weise eine Regelfläche sein müsse. Denn jede Ebene schneidet 
die Fläche in einer Curve ^i^ittcr Ordnung, welche, wenn die Ebene 
durch die Doppelgerade J? geht, in diese und eine weitere Gerade 
zerfallen muss, weil die Gerade ß als Doppellinie auch doppelt zu 
dem Orte zählen muss. Jede durch P gelegte Ebene schneidet also 
die Fläche in einer Geraden, die Fläche enthält unendlich viele 
Gerade nnd ist somit eine Regelfläche. 

Betrachten wir nun den Fall, wo die Fläche F^ dritter Ordmmg 
eine Regelflächc sein soll. Angenommen, es wären A, B, C, E vier 
Erzeugende derselben, welche eine ganz allgemeine Lage im Räume 
besitzen können, da die Feststellung derselben äquivalent ist zu 
16 Punkten der Fläche dritter Ordnung, welche jedoch erst durch 
19 Punkte bestimmt erscheint. Die vier Erzeugenden ^,5, C,£ be- 
sitzen nun, falls sie nicht einem und demselben einachaligen Hyper- 
boloid angehören, (was wir voraussetzen wollen,) ^) zwei (reelle oder 
imaginäre) Transversalen D, S, welche, da sie mit F^ vier Punkte 
gemein haben, ganz der Regelfläche angehören müssen. 

Legt man durch die eine der Fläche angehörende Gerade S und 
eine der vier Erzeugenden z, B. A eine Ebene, so wird diese die 
Fläche ausser in den beiden Geraden Ä, S noch in einer dritten Ge- 
raden A' schneiden müssen. 

') Die Botraclitung dieses Artikels rührt von Cromotia lior, Vcrgleiolie seine 
herrüche Abhandlung: „Sülle auperficie gobhe del tevz' ordino", in den Atti del. 
Bi. institute Lombardo vol. 11 1861. 

') Denn dann würde die FUkhe Fj nothwendigei' Weise in dieses Hyperboloid 
und eine Ebene zerfallen müssen. 
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13a dor Schnitt dci Eb^ne (SAA') aus diesen drei Geraden be- 
steht, von welchen 4 und .4 zwei gewöhnliehe Erxeugendc sind, so 
müssen alle anderen Ei zeugenden der Fläche ^3 diese Ebene in 
Punkten der Geraden S schneiden. Ebenso ergibt sich, dass alle 
Erzeugenden die zweite Transversale B schneiden müssen. 

Wenn nun aber alle Erzeugenden der Fläche sowohl S als auch 
I) schneiden und wenn wir annehmen, dass die beiden mit S in einer 
und derselben Ebene liegenden Erzeugenden -4^' diese Gerade S in 
verschiedenen Punkten sehneiden, so folgt unmittelbar, dass sie die 
zweite Gerade J) in einem und demselben Punkte, nämlich im Schnitt- 
punkte ihrer Ebene mit D schneiden müssen. Durch diesen Schnitt- 
piuikt gehen sonach zwei Erzeugende, er ist somit ein Doppcl- 
punkt. Da diess von jedem Punkte der Geraden D gilt, so erkennt 
man, dass ß eine Doppellinie der Fläche ist. 

„Jede Eegelfläche dritter Ordnung enthält eincDop- 
pelgerade, welche mit einer gewissen anderen Geraden 
zwei Leitlinien der Regelfläche darstellt." 

Man erkennt auch sofort, dass die Regelfläche F^ als das Er- 
zeugniss zweier ein-zwei-dontigen Punktreihen (also auch Ebenen- 
büechel) betrachtet werden kann. Denn die durch die einzelnen 
Punkte der Doppellinie D gehenden Geradenpaare der Fläche bestim- 
men auf der einfachen Leitlinie S Punktepaare, welche man den 
Punkten von ß zuordnen kann. Da durch jeden Punkt der ein- 
fachen Linie S nur eine einzige Erzeugende hindurchgeht, so erhellt 
unmittelbar, dass in dieser Art jedem Punltte von B zwei Punkte 
von S entsprechen, während jedem Punkte von S nur ein einziger 
Punkt von J) zugehört. Es entstehen so zwei ein - zwei - deutige 
Punktreihen , die eindeutige auf ß und die zweideutige auf S, deren 
Erzeugniss die Regelfläche F^ ist. 

Dass man die beiden Punktreihen durch zwei Ebenenbüschci 
ersetzen könne, versteht sich von seihst. 

13. Aus dem vorhergehenden Artikel erkennen wir, dass die 
beiden geraden Leitlinien ß, S einer Regelfläche F^ sofort bestimmt 
sind, sobald man vier willkürlich gewählte Gerade ABCE (welche 
jedoch der Bedingung, einem Hyperboloid nicht anzugehören, unter- 
worfen sind,) als Erzeugende der Fläche festsetzt. Die beiden den 
vier hviäGxiABCB gemeinsamen Transversalen B, S') sind, wie ge- 
zeigt wurde, die zwei geradlinigen Leitlinien der Fläche. 

') Man erhält bekanntlich diese awoi Linien in folgender Weise. Durch drei 
der vier Braeugenden z, B. durch ABC legt man ein Hyperboloid, welches die 
vierte E in zwei Punkten achaoiden wird. Die zwei den Scbnittp linkten augo- 
hörigen Erzeugenden der zweiten Schaar des Hyperboloides sind die Linien J> 
und S, 
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Dabei tritt jedodh noch eine doppelte Unbcstiminfhoit ein. Es 
kann nämlieh ebensowohl die eine wie die andere dieser zwei 
Geraden zur Doppellinie oder zur einfaclien Leitlinie genommen 
werden. Aber aach wenn wir in dieser Hinsicht eine Entschei- 
dung treffen und z. B. die Gerade D zur DoppeIHnie bestimt^en, 
bleibt noch die Fläche selbst unbestimmt. Denn wollten wir sie 
als Erzeugniss zweier ein-zwei-deutiger Punktreihen bestimmen, 
(deren Träger selbstverständlich Ij und S sind), so haben wir nur 
vier Paare entsprechender Punkte beider Reihen, nämlich jene, in 
welchen B und S von den vier Erzeugenden A,B,C,E geschnitten 
werden. Zur Fixirung zweier ein-zwei-deutiger Gebilde sind jedoch 
fünf Elementen paare nothwendig (1. Theil, Art. 5.). Wir können 
daher noch einem beliebigen Punkte von i> einen beliebigen Punkt 
von S zuordnen. Erst dann werden die beiden Punktreihen auf 
D und S und hiermit auch die Itegelfläche F^ gegeben sein. 

Das Annehmen eines beliebigen Paares entsprechender Punkte 
der Eeihen B, S, ist oifenbar äquivalent der Annahme einer fünften 
Erzeugenden der Fläche, oder aber der Annahme eines beliebigen 
Punktes der Fläche, weil durch diesen die ihn enthaltende Erzeu- 
gende der Fläche (nämlich die durch den Punkt gehende Trans- 
versale von D und S) bestimmt ist. 

Wii' können das eben Gefundene in folgenden Sätzen aussprechen; 
„Durch vier windschiefe Gerade, jwelche nicht auf 
einem und demselben Hyperboloide liegen, lassen sich 
unendlich viele Regelflächen dritter Ordnung legen, 
welche die beiden Transversalen der vier Geraden zu ge- 
raden Leitlinien besitzen. Die ganze Schaar dieser Flä- 
chen zerfällt in zwei Arten: die Flächen der einen Art 
haben die eine der beiden Leitlinien zur Doppellinie und 
jene der zweitenArt haben die zweite Leitlinie zurDop- 
pellinie. Je zwei Flächen der Schaar, von denen jede 
einer anderen Art angehört, haben ausser den vier Er- 
zeugenden und den beiden Leitlinien immer noch eine 
fünfte Erzeugende gemein'). Zwei Flächen derselben 
Art schneiden sich ausser in den erwähnten sechs Gera- 
den nicht mehr. 

Durch jeden Punkt des Raumes lässt sich je eine 
Fläche jeder Art legen, welche zwei Flächen sich in der 

') Der vollständigo Durchschnitt zweier Flächen des drittcu Grades iet oine 
Gui-ve Eeanter Otdaung. Zwei Flächen verschiedener Art besitzen mm die vier 
Erzeugenden and die awei Leitlinien gemeinBChaftlich. Erstere sind äquivalent 
einer Curve vierter Ordnung und etenao die Leitlinien, ea verbleibt also noch 
eine Linie orstei' Ocdnimg. 
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durcli Aon Punkt gehenden Transv(!rsalen der beiden 
Leitlinien scheiden. 

Die Flächen jeder Art bilden ein Flächenbüschel." 

Jede Erzeugende kann man im Falle, dass die beiden Leitlinien 
B, S gegeben sind, durch einen Punkt der Fläche ersetzen, da durch 
jeden Punkt des Raumes nur eine einzige Gerade gelegt werden 
kann, welche die beiden windschiefen Geraden B und S schneidet. 

Wir erhalten dann folgenden Satz: 

jjDurch vier Punkte im Räume lassen sieh unendlich 
viele Regelflächen dritter Ordnung legen, welche zwei 
gegebene windschiefe Geraden i>, S zu Leitlinien be- 

„Durch vier Gerade und einen Punkt des Raumes 
lassen sich jederzeit zwei Rcgelflächen dritter Ordnung 
legen." 

Wir haben bisher in diesem Artikel die cubiachen Regelflächen 
durch Bedingungen bestimmt, wobei die Bestimmung mehrdeutig 
war. Es fragt sich zuitächst, wie man eine solche Fläche eindeutig 
bestimmen könne. 

Offenbar muss, um jede Mehrdeutigkeit zu vermeiden, der 
Charakter der beiden geraden Leitlinien fixirt werden. Wir wollen 
annehmen, daes von der Regetfläche F^ diese beiden Leitlinien ge- 
geben sind und zugleich bestimmt ist, dass i> die Doppellinie und 
somit S die einfache Leitlinie sein soll. Dann erkennt man sofort, 
dass die Regelfläche vollkommen und unzweideutig bestimmt ist, so- 
bald man ausser den beiden Leitlinien noch fünf diese Leitlinien 
schneidende Erzeugende, oder was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
man noch fünf Punkte der Fläche kennt. 

Im ersten Falle erhält man unmittelbar fünf Punktepaare der 
beiden ein-awei-deutigen Punktreihen auf Z>und S oder fünf Ebenen- 
paare der beiden ein -zwei -deutigen Büschel 5, £, wodurch diese die 
Fläche etzeugenden Gebilde bestimmt sind. 

Im zweiten Falle, wenn nämlich ausser S und B noch fünf Punkte 
der Fläche bestimmt sind, kann man durch diese fünf Punkte der 
Fläche die fünf Transversalen zu den beiden Leitlinien S und B legen, 
wodurch man diesen Fall auf den ersten zurückführt. 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist bestimmt, so- 
bald man ihre Doppeilinie J, ihre einfache Leitlinie S und 
fünf Eraeugcndo oder fünf Punkte kennt," 

Aufgabe: Von einer Regelfläche dritter Ordnung ist 
die Doppellinie B, die einfache Leitlinie S und fünf Y,v • 
•zengemAe A,B,C,E,F oder fünf Punkte a'jb',c',e',f" gegeben, 
man soll die Fläche constrniren. 
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Da man den Fall, wo tiinf Punkte gegeben sind, auf jenen 
zurückführen kann, ^yo fünf Erzeugende bekannt sind, ao wollen 
wir nur diesen letztem betrachten. 

Die Conetruction der Fläche F^ wird selbst verständlich durch 
Vlervollständigung der beiden, die Fläche crzeiigenden, cin-zwei- 
deutigen Uebilde zu geschehen haben. Da wir aber die Fläche F.j 
ebensowohl durch Punktreihen als auch durch Ebenenbüschel er- 
zeugen können, so wird man der Conetruction eine doppelte Gestalt 
geben können, je nachdem man nämlich den einen oder den andern 
Weg einschlägt. 

Die fünf Erzeugenden J,B,C,E,FhBslimmen mit der Doppcl- 
linie B fünf Ebenen R^,ß^,y^,{^,(pj^-anA mit der einfachen LeitlinieS 
fünf Ebenen «, ß, y, s, (p, welche man den ersten resp, zuordnen 
kann. 

Hiermit erhält man fünf Paar entsprechender Ebenen zweier 
ein -zwei -deutiger Ebenenhüschel , durch deren Vervollständigung 
(siehe 1. Theil) die Fläche construirt erscheint. Je zwei ent- 
sprechende Ebenen beider Büschel schneiden sich in einer neuen 
Erzeugenden der Fläche. 

Befindet sich im Räume die willkürliche Gerade G, m bestimmen 
die beiden Ebenenbüschel auf derselben zwei ein - zwei - deutige Punkt- 
reiben, deren drei Doppelpunkte offenbar die drei Schnittpunkte 
der Geraden G mit der Fläche F^ sind. Durch jeden dieser drei 
Schnittpunkte läast sich eine Erzeugende der Regelfläche legen 
\\nd es ist hiermit eine Auflösung für folgende zwei Aufgaben ge- 
geben. 

„Eine llegelfläche dritter Ordnung ist durch die 
beiden Leitlinien und fünf ihrer Erzeugenden (oder fünf 
Punkte) gegeben, man soll ihre drei Schnittpunkte mit 
irgend einer Geraden G construiren." 

„Man zeichne die drei Erzeugenden einer Ecgelflächc 
dritter Ordnung, welche eine gegebene Gerade treffen," 
Wenn von den drei Doppelpunkten der beiden auf der Geraden 
G entstehenden ein -zwei -deutigen Punktreihen zwei zusammenfallen 
d. h, wenn diese zwei Punkti'eihen einen zweifachen Doppelpunkt 
besitzen, so wird offenbar die Gerade G die Regelfläche in dem 
zweifachen Doppelpunkte im Allgemeinen berühren und im dritten 
Doppelpunkte schneiden. Die Gerade G ist somit eine Tangente 
der Fläche, 

Wenn alle drei Doppelpunkte der auf G auftretenden ein -zwei- 
deutigen Reihen in einen Punkt — den dreifachen Doppelpunkt — 
zusammenfallen, so wird die Gerade G die Fläche ^3 in drei un- 



y Google 



Rogclflilohe ch-it.tor Ojrilnung. 27 

mittelbar au fein and ec folgenden Punkten schneiden und wird dem- 
gemäsB eine Inflexiona- oder Haupttangcnte der Fläche sein^). 

14. Denken wir uns die Fläche F^ durch zwei ein - zwei - deutige 
Ebenenbüschel S, B erzeugt, so können wir zur Vervollständigung 
der beiden Büschel d. h. zur Construction der Fläche verschiedene 
Wege einschlagen, welche uns zu den verschiedenen Erzeugungsarten 
der Fläche führen werden. 

Erstlich kann man die Vervollständigung der beiden Ehenen- 
büschel auf jene zweier Strahlenbüschel dadurch zurückführen, 
dass man eine Transversalebene anwendet- Diese wird im All- 
gemeinen die beiden Büschel S, D in zwei ein -zwei -deutigen Strahlen- 
büscheln s, d treffen, welche man nach Art. 18 des 1. Theils vervoll- 
ständigen kann. Legt man dann durch je zwei entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel die resp. Ebenen der Ebenenbüseljel , so treffen 
sich diese in einer Erzeugenden der Regelfläche. 

Die beiden ein -zwei -deutigen Strahlenbüschel in der Ebene 
erzeugen eine Curve dritter Ordnung C^, welche im Scheitel des 
zweideutigen Büschels d, i. also im Schnittpunkte d der Ebene 
mit der Doppellinie f> einen Doppclpunkt besitzt. Der Punkt s, in 
welchem die einfache Leitlinie S die Ebene schneidet, ist ein 
einfacher Punkt der Curve C^. 

Durch jeden Funkt ^ der Curve C^ geht eine einzige Erzeugende 
/'der Regelfläehe, es ist die Schnittlinie der Ebene {p B) mit der 
Ebene {p S). Diese Erzeugende trifft die einfache Leitlinie S in 
einem Punkte p' und da durch jeden Punkt von S (weil S der 
Träger einer zweideutigen die Fläche F.^ erzeugenden Punktreihe ist) 
nur eine einzige Erzeugende der Fläche geht, so erkennt man, dass 
die Erzeugenden der Fläche auf der Curve C^ und auf der ein- 
fachen LeitlinieS zwei projectivische (doppelverhältnissgleiche) Punkt- 
systeme erzeugen.^) 

Diese beiden projectivisehon Punktsysteme sind besonderer Art. 
Es entspricht sich nämlich der Schnittpunkt s von S und C^ selbst, 
da die durch s gehende Erzeugende offenbar die Curve C^ in dem 
nämlichen Punkte s schneidet. Wir leiten aus der vorhergehenden 
Betrachtung sofort die folgenden Entstehungsarten der Regelflächen 
dritter Ordnung ab : 

jjWcnn zwei windschiefe Gerade D, S, und eine ebene 
Curve dritter Ordnung, welche auf ß einen Doppelpunkt 
besitzt und auch S schneidet, gegeben sind, so ist die 
Regelfläehe, welche durch diese drei Leitlinien bestimmt 
ist, eine Regelfläehe dritter Ordnung. Diese hat die 

') Siehe „Analy tische Geometrie des Baumes", IL Bd., Salmoii-Fiodler, pg. 7. 
") Vergleiche Art. 10 dos S. Theiics. 
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Linie Ü, wclclic durch den Doppelpunkt der Ourvc drit- 
ter Ordnung hindurcligelit, zur Doppellinie,"') 

„Wenn auf einer GJeradeniS, welche eine ebene Curve 
C^ dritter Ordnung mit einem Doppolpunkte rf in einem 
Punkte «schneidet, eine Punk treibe ist, welche mit einem 
Punktsystem auf C^^ derart projcctivisch ist, dass sich 
der Punkt s selbst entpricht, so bilden die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte eine Regelfläcbe dritten 
Grades, deren Doppeliinie D durch den Doppelpunkt d 
der Ourve C^ hindurchgeht und sämmtliche Erzeugenden 
der Fläche sehnoidet." 

2woi solche Punktsysteme werden offenbar bestimmt sein, so 
bald man irgend zwei Punkten p' , q' von C^^ irgend zwei Punkte p, q 
von S zuordnet. Die durch ä gehende Gerade, welche pp' und qq' 
gleichzeitig sehneidet [also die Schnittlinie der Ebenen (äpp') und 
{dqq')], ist die Doppellinie 1) der Fläche. 

Lässt man jedem Punkte der Doppellinie D jene zwei Punkte 
entsprechen , in welchen die Curve C^^ von den beiden durch den 
Punkt gelegten Erzeugenden getroffen wird, so erhält man offenbar 
zwei ein -zwei -deutige Systeme von Punkten, das eindeutige auf 
der Doppellinie Ö und das zweideixtige auf der Curve C^^. 

Das zweideutige Punktsystem auf der Curve ß^^ hat jedoch eine 
besondere Beschafi'enheit. Bekanntlich repräsentirt das zweideutige 
System (Art. 11., 1. Theil.) immer eine quadratische Involution. Die 
Bo entstehende Involution auf der Curve C^^ ist jedoch eine centrale 
Involution (siehe Art. 11., 2. Theil), da die Verbindungslinien der 
einzelnen Punktepaare durch den Curvenpunkt s hindurchgehen; 
denn je zwei durch einen Punkt der Doppellinie J) gehende Er- 
zeugende liegen mit der einfachen Leitlinie S in einer und dersel- 
ben Ebene und wei-den daher die Curve C^^ in einem Punktepaar 



') Drei Curyen von den resp. Ordnungen in[,ni,, «3, bestimmen, ab Leitlinian 
aufgefasBt, bekanntlich eine Regelfläche anfj- Wj' jHj^r Ordnung, für welche die 
Leitlinien reep. (mjmj) fache, (mjm,) fache und (w, mj) fache Curven sind, Be- 
sitzen jedoch die Curven jb,, j»,, t, gemeiuaame Punkte, ao wird die Linie (m,) nur 
mehf eine (w, -w, — r,) fache Linie. Ebenso werden die Linien m, nnd mj, wenn 
sie mit ibj resp. r^ und r, gemeinsame Punkte hahen, nur mehr («ams — r,) fache 
und (m.wij — r,) lache Linien und die Ordnung der Fläche wird nur mehr: 
(äjniiBjjBj — m,j-| — m^i', — 'asr^). Int eine der Leitlinien z.B. Wj eine Gerade, 
d.h. ist ina = l, so ist diese eine [m,iiii — rs — r,r^)faiihe Linie. 

Für unseren Fall ist m, »= 1 , m, = 1 , nij = 3 , ""i =» 1 , r, = 2 , i-j = 0, folglich 
der Grad der Fläche = 2-l-l-3 — l-l — 1-2 ■- 3-0 = 3; die Vielfachheit 
von m, ist 2, jene von m, und in, ist 1. Somit ist «1, die Doppellinie und m,, hij 
sind einfache Linien der Fläche. 
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setneiden, dessen Vcrljin düng bU nie durah den Punkt s d. i. den 
Schnittpunkt von S mit der Ebene der^ Ciirve C^^ hindurchgehen 
muBs. 

Die durch den Doppelpunkt d der Curve C^^ gehenden zwei 
Erzeugenden schneiden die Curve C/ in diesem Doppelpunkte seihst 
und somit enatpricht dem Punkte ä der Geraden B das Paar der 
Nachhar punkte des Doppelpunktes. Daher: 

„Ist ß eine Gerade, welche von der ebenen Curve C^^ 
dritter Ordnung in dem Doppelpunkte d der letzteren 
geschnitten wird, uodbefindet sich auf iJeiu eindeutiges 
Punktsystem und auf 64* ein ihm verwandtes zweideutiges 
Punktsystem von der Art, daas die durch das letztere 
gebildete Punktinvolution eine centrale ist, und daas 
die Nachbarpunkte des Doppelpunktes diesem Punkte 
der Geraden i) entsprechen; so erzeugt die Verbindungs- 
linie entsprechender Punkte beider Systeme eineRegel- 
fläehe dritter Ordnung, welche den Träger i> des ein- 
deutigen Punktsystemes zur Doppellinie besitzt. Die 
einfache Leitlinie S der Regelfläche geht durch das Con- 
trum s der auf C^^ befindlichen Involution." 

15. Würde man die Ebene so legen, dass sieh der gemein- 
schaftliche Strahl ds der beiden ein-zwei-deutigen Strahlenhüschel, 
in welchen die Ebene die beiden Ebenenhüschei schneidet, selbst 
entspräche, so würden sich die beiden Sti'ahlenbüschel in reducirter 
Lage befinden. 

Dieser Fall wird aber oifenhar dann eintreten, wenn die beiden 
Scheiteid, s der zwei Büschel d.h. die zwei Punkte, in welchen die 
Ebene die beiden. Büschelaxen P, S schneidet, zwei entsprechende 
Punkte der, die Fläche erzeugenden ein-zwei-deutigen Punktreihen 
auf D und S sind, d. h. wenn die Gerade d s eine Erzeugende der 
Fläche ist. 

Es entspricht dann der Kbene {d S) die Ebene (s D) und folglich 
dem Strahle ds in wieder derselbe. Die beiden Strahlen büschel 
ä, s sind in reducirter Lage. 

„Legt man durch irgend eine Erzeugende derFläche 
eine Ebene, so schneidet diese die beiden, die Fläche 
erzeugenden Ebenenhüschei in zwei reducirt liegenden 
Strahlenbüscheln,'* 

Zwei ein-zwei-deutige Büschel erzeugen jedoch, wenn sie in 
reducirter Lage sind, einen Kegelschnitt, welcher durch den Scheitel 
des zweideutigen Büschels hindurchgeht (siehe Art. 14. des 1 . Theiles) ; 
folglich der Satz: 
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„Jede durch eine Erzeugendti einer Regelf lache 
gehende Kliene schneidet die Eegelfläche längs eines 
Kegelschnittes, -welcher durch den Schnittpunkt der Er- 
zeugenden mit der Doppellinie der Fläche hindurch- 
geht." 

Weil, wenn auf der Regelfläche sich ein Kegelschnitt befindet, 
seine Ehene die Fläche üherdiess in einer Geraden schneiden muss, 
und diese Gerade eine Erzeugende sein wird, so gilt auch der Satz : 
„Alle auf einer Regelfläche dritter Ordnung befind- 
lichen Kegelschnitte schneiden die Doppellinie der 
Fläche." 

Durch jeden Punkt eines auf der Fläche F.j liegenden Kegel- 
schnittes lässt sich eine Erzeugende legen. Es ist dies die jeweilige 
durch den betreffenden Punkt zu den beiden Leitlinien i) und S ge- 
legte Transversale. Diess gibt folgende Entstehungsart der Eläche. 
„Sind J) und S zwei windschiefe Gerade und C^ ein 
Kegelschnitt, welcher mit der Geraden 1} einen Punkt d 
gemein hat, so ist die durch eine, diese drei Linien 
schneidende Gerade erzeugte Fläche eine Regelf'läche 
dritter Ordnung, welche die den Kegelschnitt C^ sehnei- 
dende Geradeflzur Doppellinie hat, während die zweite 
Gerade S die einfache Leitlinie der Fläche ist." 

Würden beide Gerade S und D den Kegelschnitt C^ schneiden, 
so entstünde bekanntlich ein einachaliges Hyperboloid. 

Betrachtet man irgend zwei Kegelschnitte Cj und C./, welche in 
den Ebenen 0, 8' resp. liegen, in welchen sich üherdiess die Erzeu- 
genden ^, ^vorfinden, so müssen diese Kegelschnitte nach Bewie- 
senem die Doppellinie i> in den Punkten {ED), (.E'i') schneiden und 
werden, wie man sieh leicht überzeugt, mit einander einen Punkt 
gemein haben. Die Ebenen 0, 0' der beiden Kegelschnitte schneiden 
sich nämlich in einer Geraden G, welche mit unserer Regelfläche F.^ 
drei Punkte gemein haben wird. Von diesen drei Punkten sind 
offenbar zwei die Schnitte der Geraden G mit den beiden Erzeugen- 
den E, E , welche auch je einem der beiden Kegelschnitte angehören 
müssen; der dritte Schnittpunkt von G mit i^^ muss daher auch ein 
gemeinschaftlicher Punkt der beiden Kegelschnitte C^, G^ sein. 

Man überzeugt sieh von der Wahrheit des eben Gesagten auch 
einfach durch folgende Betrachtung : 

Eine durch die Erzeugende E gelegte Ebene achneidet die 
Kegelfläehe F^ in einem Kegelschnitte C^ und in dieser Erzeugenden E. 
Jede in der Ebene 9 gezogene Gerade trifft den Kegelschnitt C^ in 
zwei Punkten, uud die Erzeugende E in einem dritten Punkte, welche 
drei Pimkte offenbar die Schnittpunkte der Gera,(len G mit der Fläche 
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f^ sind. Liegt nun überdiess die Gerade G in einer anderen durch 
die Erzeugende E" gelegten Ebene 0', welche die Fläche in dem 
Kegelschnitte C^' schneidet, so muss ff dem Kegelschnitte C^' und 
der Erzeugenden E' in denselben drei Punkten begegnen als dem 
Kegelschnitte C^ und der Erzeugenden E. Da sich jedoch zwei 
Erzeugende E, E" der Fläche im Allgemeinen nicht schneiden, so 
muss von den drei auf G entstehenden Schnittpunkten einer ein ge- 
meinsamer Punkt Yon C.j und E', einer ein gemeinsamer Punkt von 
C^' und Ef und der dritte ein gemeinsamer Punkt von C^.und C^'. 
Es ergibt sich daher der Satz: 

„Je zwei Kegelschnitte einer Kegeif lache dritter 
Ordnung haben einen gemeinschaftlichen Punkt." 

Da jeder auf der Fläche gelegene Kegelschnitt von allen "Er- 
zeugenden der Fläche geschnitten wird, so erhalten wir , wenn wir 
ausser der Doppellinie ß noch zwei Kegelschnitte der Fläche zu 
Leitcurven nehmen, folgende Entstelmngsart der Fläche: 

„Wenn die Gerade i>jeden der beiden Kegelschnitte 
C^, C^ schneidet, während auch diese Kegelschnitte einen 
gemeinschaftlichen Punkt besitzen, so erfüllen alle, diese 
drei Linien schneidenden Geraden eine Regelfläche 
dritter Ordnung, für welche die Gerade D eine Doppel- 
linie ist." 

Da nach Art, 13. drei Erzeugend^ der Fläche F^ esiatiren, welche 
eine willkürliche Gerade G schneiden (nämlich die drei Erzeugenden 
der Fläche, welche durcli ihre drei Schnittpunkte mit der Geraden 
G gehen), so erkennt man, dass: 

„durch jede Gorade sich drei Ebenen legen lassen, 
welche die Regelfläche nach Kegelschnitten schneiden." 
IG, Betrachtet man irgend einen der unendlich vielen auf der 
Regelfläche F^ liegenden Kegelschnitte z, B, den Kegelschnitt C^, 
welcher nach Früherem die Doppellinie in einem Punkte d schneidet, 
während er mit der einfachen Leitlinie keinen Punkt gemein hat, 
so kann dieser Kegelschnitt umgekehrt wieder zur Feststellung der 
zwischen den beiden die Eegelfläche erzeugenden Ebenenbüscheln 
bestehenden Beziehung verwendet werden. Zwei Ebenen der beiden 
Büschel 2), S sind entsprechend, wenn sie sich in einem auf C.^ lie- 
genden Punkte schneiden. Die durch diesen Punkt gehende Schnitt- 
linie beider Ebenen ist dann eine Erzeugende der Regelfläche. 

■Jede durch J) gehende Ebene trifft C^ ausser im Punkte d noch 
einmal, weshalb ihr im Büschels nur eine einzige Ebene entspricht; 
dagegen entsprechen jeder Ebene des Büschels S zwei Ebenen des 
Büschels B, weil die erstere den Kegelschnitt C^ in einem Punkte- 
paare trifft- Dieses Punktepaar wird dann zusammenfallen, <l. h. die 
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betreffende Ebene wird eine Verzweigvmgs ebene des eindeutigen 
Büschels sein, wenn diese Ebene den Kegelschnitt C^ berührt. Der 
Kegelschnitt C^ nrass somit die beiden Verzw ei gungs ebenen des ein- 
deutigen Büschels berühren. Wir haben demnach den Satz: 

„Alle auf einer Regelfläehe dritter Ordnung liegen- 
den Kegelschnitte berühren dieselben zwei durch die ein- 
fache Leitlinie gehenden Ebenen') — nämlich die Ver- 
zweigungeeben des eindeutigen Ebenenbüschels." 

Legen wir also durch die einfache Leitlinie S an einen belie- 
bigen in der Fläche F,^ liegenden Kegeleehnitt C^ die beiden Tan- 
gentenebeneuj so sind dies die Verzweigungsebenen des eindeutigen 
Büschels, und wenn wir die Berührungspunkte dieser Ebenen mit dem 
Kegelschnitte durch Ebenen mit der Doppellinie i) Terbinden, so 
erhalten wir die Doppelebenen des zweideutigen, die Regelfläehe er- 
zeugenden Büschels, Wir linden also, dass die Berührungspunkte 
irgend eines der Regelfläche eingeschriebenen Kegelschnittes mit den 
beiden Verzweigungs ebenen auf den entsprechenden Doppelebenen 
liegen. Somit : 

„Die Berührungspunkte aller einer Reg elf lache dritter 
Ordnung eingeschriebener Kegelschnitte mit den beiden 
Verzweigungaebenen liegen auf den Schnittlinien dieser 
Ebenen mit den ihnen entsprechenden Doppelebenen des 
zweideutigen Büschels." 

n. Jede durch die Doppellinie D der Regelfläche gelegte Ebene 
schneidet die einfache Leitlinie S in einem Punkte p und irgend 
einen auf der Fläche liegenden Kegelschnitt C^ in einem Punkte p 
(nebst dem auf J) liegenden Punkte ä). Die Gerade Yy ist eine Er- 
zeugende der Fläche. Nun ist aber das Doppelverhältniss von irgend 
Tier Punkten p gleich dem Doppelverhältniss der sie bestimmenden 
Ebenen und ebenso ist das Doppelverhältniss von irgend vier Punk- 
ten p' gleich jenem der vier Ebenen und daher haben die vier 
Punkte p dasselbe Doppelverhältniss als die ihnen entsprechenden 
. vier Punkte p . 

„Die sämmtlichen Erzeugenden einer Regelfläehe 
dritter Ordnung bestimmen auf der Leitlinie S und jedem 
der Fläche eingeschriebenen Kegelschnitte C^ zwei dop- 
pelverhältnissgleiche d. h. projectivische Punktsysteme." 
Umgekehrt erhält man folgende von Cremona^) gegebene Er- 
zeugungsart der Regelfläehe dritter Ordnung. 

') Siehe die schon erwähnte Abhandlung von Creraona in den Attj 4. pag. äfl'l. 
') Grelle Journal, Bd. 53, p^. 133. Wir bemerken ein für allemal, dass die 
meisten Erzeugungaarten der Regelfläche, welche man hiev antrifft, von Creniona 
herrühren. (Atti 4.) 
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„Sind auf einer Geraden S und einem Kegelsclinltte 
t'j zwei projecti vi sehe Punktsysteme gegeben, so erfüllen 
die Verbindungslinien entepreehender Punlite belderSy- 
stemd eine ßegelfläche dritter Ordnung, für welche Ä' die 
einfache Leitlinie ist." 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. 

Sei s der Durchschnittspunkt von S mit der Ebene von C, 
und s' der ihm pvojectivisch auf C^ entsprechende Punkt ; ferner . 
seien a , b zwei Punkte von S , denen auf C, die Punkte a, h' 
respective entsprechen. Man lege durch s zu den beiden Geraden 
ü«' bb' die Transversale fl und denke sich diese nebst S und C^ als 
Leitlinien einer Regelfläche, so wird diese nach Art. 15. eine Regel- 
üäche dritter Ordnung werden, deren Erzeugende diesem Artikel 
gemäss auf C^ und S zwei projectivische Punktsysteme bestimmen 
werden. Nun sind äa, öö'undTs' drei Erzeugende der Regelfläche 
und somit a, «'; b,b'\ und c, c drei Paar entsprechender Punkte 
der beiden proj ecti vischen Punktsysteme. Da' jedoch diese drei 
Punktepaare auch unseren beiden urspi-ünglich auf S und Cj an- 
genommenen Punktsystemen angehören, und weil zwei projektivische 
Gebilde durch drei Elementen paare bestimmt sind, so sind die bei- 
den Punktsysteme identisch und folglich ist die Regelfläche dritter 
Ordnung auch das Erzeugniss der beiden auf S und C^ ursprünglich 
angenommenen Punktsysteme. 

Betrachtet man die, durch einzelne durch die einfache Leitlinie 
S gehende Ebenen auf der Doppellinie bestimmten Punkte und die 
durch dieselben Ebenen auf dem Kegelschnitte C^ bestimmten Punkte- 
paare, so erkennt man sofort, dasa man es mit zwei ein-zwei-deutigen 
Punktsystemen zu thun hat, von welchen das eindeutige auf der 
Doppellinie I) und das zweideutige auf der Curve C^ sich befindet. 
Die Gerade D schneidet den Kegelschnitt C^ in einem Punkte rf, 
welcher sich oft'enbar einmal seibat entspricht, während ihm auf C^ 
überdiess der Schnitt von C.^ mit (rfS) zukommt. 

Wir erhalten demnach folgende Erzeugungsart einer Regelfläche 
dritter Ordnung : 

„Befindet sich auf einer Geraden 1) eine eindeutige 
Punktreihe und auf dem die Gerade im Punkte dschnei- 
denden Kegelschnitte C, eine ihr verwandte zweideutige 
Punktreihe, und entspricht sich der Punkt rf einmal selbst, 
so erfüllen die Verbindungslinien je zweier entsprechen- 
den Punkte eine Regelfläche dritter Ordnung, welche 
den Träger D zur Doppellinie besitzt." 

18. Während irgend eine Eläche von einer beliebigen Ebene in 
einer Curve geschnitten wird, welche im Allgemeinen keine melu'- 
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fachen Punkte enthält, wird sie von den Tangentialebenen in Curven 
geschnitten, die im Berührungspunkte einen Doppelpnnkt besitzen'). 
Jede in der Tangentialebene einer Fläche durch den Berührungs- 
punkt gezogene Gerade bestimmt daselbst zwei mit der Fläche zu- 
sammenfallende Punkte, d. h. sie ist eine Tangente der Fläche, Es 
gibt nun in diesem Tangentenbüschel, dessen Scheitel der Berüh- 
rungspunkt ist, zwei Tangenten, welche die Fläche in drei zusam- 
menfallenden Punkten schneiden; (liess sind die sogenannten In- 
Hexionstangenten oder die Haupttangenten der Fläche, Es sind diess 
zugleich die Tangenten der Schnittcurve der Tangentialebene im 
Berührungspunkte. Je nachdem die beiden Inflexionstangenten eines 
Flächenpunktes reell oder maginär sind, haben wir es mit einem 
hyperbolischen oder elliptischen Punkte zu thun. Fallen die beiden 
Inflexionstangenten eines Punktes zusammen, so ist derselbe parabo- 
lisch und seine Tangentialebene (welche, wie Cayley bemerkt, doppelt 
zu zählen ist) sehneidet die Fläche in einer Curve, die in ihm eine 
Spitze (Rückkehrpunkt) besitzt. 

Hat eine Fläche eine Doppellinie, so giebt diese zur Entstehung 
ebener Schnitte mit Doppelpunkten Veranlassung. In einem solchen 
Falle wäre also jede Ebene als Berührungsebene mit mehrfacher Be- 
rührung zu betrachten. Man muss daher solche Doppellinien ge- 
hörig berücksichtigen und die von ihnen herrührenden Doppelpunkte 
ausscheiden. 

Eine zweifache Doppeltangentenebene einer Fläche ist eine solche 
welche die Fläche an zwei vei-schiedenen Stellen berührt; eine solche 
Doppeltangentenebene wird daher die Fläche in einer Curve mit 
zwei Doppelpunkten sehneiden; ebenso bei einer dreifachen oder 
mehrfachen Tangentenebene einer Fläche. 

Betrachtet man einen auf einer Erzeugenden einer Kegelfliiche 
liegenden Punkt, so ist klar, dasö seine Tangentialebene durch die 
Erzeugende gehen müsse, da diese eine von den beiden Inflexions- 
tangenten der Fläche in dem betrachteten Punkte ist, indem sie drei 
auf einand erfolgende (eigentlich unendlich viele) Punkte mit der 
Fläche gemein hat. Es ist eine bekannte Sache, dass die den ein- 
zelnen Punkten einer Erzeugenden einer Regelfläche entsprechenden 
Tangentialebenen ein mit dem Berühiiingspunktesystem doppelver- 
hältnissgleiches Ebenenbüschel bilden. 

Jede durch eine Erzeugende einer Regelfläehe /!"■'' Ordnung 
gelegte Ebene wird die Fläche ausser in der Erzeugenden noch 
in einer Curve (n — 1) ""' Ordnung schneiden , welche mit 

') Bielie „Analytische Oeomtrie des lUiimos" von ßalmoii-fieJler Tl. Tliell 
pag. 5. 
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der .Erzeugenden (n ■ — 1) Punkte gemein haben wird. Jeder 
dieser Schnittpunkte ist ein Doppelpunkt des in der Ebene ent- 
haltenden Gesammtschnittes der Fläche, aber für nur einen ein- 
zigen ist die Ebene eine Tangentialebene. Die (« — 2) übrig blei- 
benden gehören einer Doppelcurve der Fläche an, welche von jeder 
Erzeugenden in {n — 2) Punkten getroffen wird. 

Diese (n — 2) der Doppelcurve angehörigen Punkte lillngeTi nicht 
von der Stellung der durch die Erzeugende gelegten Ebene ab, son- 
dern bleiben bei einer Drehung dieser Ebene fix'). Jede durch eine 
Erzeigende einer ßegeifläche gelegte Ebene ist somit eine Tangenten- 
ebene der Fläche in einem bestimmten Punkte der Erzeugenden 
Um somit den aus irgend einem Punkte des Raumes der Regel- 
fläche umschi-iebenen Kegel zu erhalten, hat man nur durch den 
Punkt und die einzelnen Erzeugenden Ebenen zu legen, welche 
Tangentenebenen der Fläche sein und den gesuchten Kegel, umhüllen 
werden. 

„Um den einer Rcgelfläche aus einem Punkte um- 
schriebenen Kegel zu erhalten, hat man nur durch den 
Punkt und die einzelnen Erzeugenden der Regelfläehe 
Ebenen zu legen, welche den Kegel umhüllen werden." 
Bringt man mit einer Regelfläche irgend eine Gerade G in Ver- 
bindung, so wird sie die Fläche, wenn diese von n'-"' Ordnung ist, 
in n Punkten schneiden. Durch jeden dieser Punkte geht im Allge- 
meinen eine Erzeugende der Fläche und es existii'en daher so viele 
Erzeugende einer Regelfläche, als ihre Ordnungszahl anzeig-t, welche 
eine beliebige Gerade schneiden. Legt man durch die Gerade G und 
eine sie schneidende Erzeugende eine E6ene, so wird diese eine 
Tangentenebene sein und somit gehen an eine Regelfläehe n"' Oi'd- 
nung durch eine beliebige Gerade n Tangentialebene d, h. sie ist 
auch von der n"" Classe. 

„Jede Regelfläche ist von derselben Ordnung und 
Classe." 

Man spricht daher wohl auch kurz nur von dem Grade einei' 
Regelfläche, indem man unter Grad ebensowohl die Ordnung als 
Classe verstehen kann. 

19. Gehen wir zu unserer Regelfläche F^ dritten Grades zurück 
und betrachten irgend eine ilirer Erzeugenden z. B. A'. Jede Er- 
zeugende J^ schneidet die beiden Leitlinien P, S, von welchen die 
ei-stere eine Doppellinie der Fläche ist. Eine durch Ä gelegte Ebene 
I wird nach Früherem die Regelfläche in einem Kegelschnitte C.^ 
schneiden, welcher durch den Schnittpunkt d von Ä und D liiu- 



') VefgleicSie das vorhererwUhiito Werk pg, ^'Ji. 
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durchgeht. Dieser Kegelschnitt hat somit ausser dem Punkte d 
mit der Erzeugenden J* noch einen weiteren Punkt gemein, den wir 
X nennen wollen. Die Ebene | ist nun eine Tangentialebene der 
Eläche und zwar im Punkte x, welcher ihr Berühmngspunkt ist. Der 
Punkt d, welcher offenbar auch ein Doppelpunkt der Schnitt- 
curve von | mit F^ ist, ist von der Art der (n — 1) Punkte, 
welche wir im vorigen Artikel erwähnt haben; er gehört der 
Doppellinie B an und erleidet in der . That durch eine Drehung 
der Ebene | um die Erzeugende X keinerlei Veränderung — er 
bleibt fix. 

„Eine durch eine Erzeugende der Regelf lache dritter 
Ordnung gelegte Ebene berührt die Flache in jenem 
Piinkte, wo die Erzeugende von dem in der Ebene lie- 
genden Kegelschnitte der Fläche getroffen wird." 

Dreht man I um Jf, so wird der Kegelschnitt C^, wälu'end er 
eine Deformation erleidet, fortwährend durch den Punkt {JC D) ^ d 
gehen und die Erzeugende in einer Keihe von Punkten schneiden, 
welche die Reihe der Berührungspunkte der einzelnen Ebenen darstellt. 
Wir wollen nun die folgende Aufgabe behandeln, welche die 
Bestimmung des Berührungspunktes einer Tangentialebene der Fläche 
zum Gegenstände hat'). 

„Von einer Eegelfläche dritter Ordnung sind die bei- 
den Leitlinien ß, S und fünf Erzeugende U, F, IV,X,Y ge- 
geben, man soll den Berührungspunkt einer durch die 
letzte Erzeugende gelegten Ebene mit der Fläche auf 
lineate Weise bestimmen." 

Wird durch die Erzeugende Fdie Ebene tj gelegt, so schneidet sie die 
Eegelfläche in einem Kegelschnitte C^, von welchem man leicht fünf 
Punkte auffinden kann. Erstlich ist der Schnittpunkt {D T) von ß und 
J'ein Punkt dieses Kegelschnittes und ferner schneidet jede der vier 
übrigen Erzeugenden ü, V, tV, X die Ebene ij in den resp. Punkten 
(t'ij), (Fij),(Wjj), (JT»)), welche dem Kegelschnitte Cj angehören müssen. 
Da nun der zweite Schnittpunkt y der Erzeugenden y mit diesem 
Kegelschnitte der gesuchte Berührungspunkt ist, so haben wii' die 
Lösung unserer Aufgabe auf die Bestimmung des Schnittpunktes 
einer durch einen von fünf gegebenen Punkten eines Kegelschnittes 
gehenden Geraden (Y) mit diesem Kegelschnitte zuiilckgeführt. Dieser 
Schnittpunkt y kann mittelst des Pascal' sehen Satzes lineal construirt 
werden, worauf liier bloss verwiesen sein mag. 

Es ergibt sich aus dieser Construction sofort die Doppelver- 
liältnissgleichheit des Tangentialebenenbüschels durch eine Erzeugende 

'J Vergl. Oremoiia Snlle supetficie gobbe, in Ucii Atti pag. 296, 
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und der cnLsjjrcuhenden Reihe der Berührungspunkte; es folgi dies 
aber noch einfacher für alle Regelflächen im Allgemeinen bekannt- 
lich aus der Betrachtung einer die Regelfläche längs einer Erzeugen- 
den berührender Fläche zweiten Grades {Hyperboloid oder hyper- 
bolisches Paraboloid), was wir hier nur nebenbei bemerken. 

Kehren wir zu unserer Tangentialebene ij, ihrem Berührungs- 
punkt y und dem in ihr liegenden Kegelsclinitte Cj der Fläche zu- 
rück. Die durch y gehende Erzeugende Y repräsentirt die eine In- 
lloxionstangente der Fläche im Punkte y, während die Tangente von 
0,^ im Punkte ij die zweite Inflexionstangentc vorstellt. 

Da nun durch jeden Punkt der Fläche eine reelle Erzeugende 
gelegt werden kann und ebenso ein reeller Kegelschnitt, dessen Ebene 
die Fläche im betreffenden Punkte berührt, so erkennen wir, das« 
alle Punkte der Fläclie hyperbolisch sind. Offenbar gilt dies von 
den Regelflächen überhaupt. 

Wir haben gesehen, dass, und in welchem Punkte eine durcli 
eine Erzeugende gelegte Ebene unsere Regelfläche F^ dritter Ordnung 
berührt. 

Wenn man nun durch die einfache Leitlinie S der Fläche eine 
Ebene legt, so schneidet diese die Fläche, wie gezeigt wurde, in 
zwei Erzeugenden, welche durch einen und denselben Punkt der 
Doppellinie D hindurchgehen; es sind dies die beiden Geraden, in 
welchen die erwähnte Ebene von den beiden ihr entsprechenden 
Ebenen des zweideutigen Büschels D geschnitten wird. Eine solche 
durch S gelegte Ebene schneidet demnach die Eegelfläche in drei 
Geraden oder in einer Curve dritter Ordnung mit drei Doppel- 
punkten. Wenn wir den auf der Doppellinie I) liegenden Doppel- 
punkt wegwerfen, so erübrigen noch zwei auf der einfachen Leit- 
linie S liegenden Doppelpunkte, welches die Schnittpimkte dieser 
Leitlinie mit den beiden in der erwähnten Ebene liegenden Erzeu- 
genden der Fläche sind. Eine solche, durch S gehende Ebene be- 
rührt somit die Fläche in zwei Punkten, sie ist eine Doppeltangcn- 
tenebene der Fläche. 

„Jede durch die einfache Leitlinie S gelegte Ebene 
ist eine Doppeltangcntenobcnc der Fläche F-^\ die Be- 
rührungspunkte sind die beiden Schnittpunkte von 
S mit den in der Tangcntenobone gelegenen zwei Erzeu- 
genden der Fläche." 

Man sieht unmittelbar ein, dass die beiden Berührungspunkte 
einer solchen Doppeltangenten ebene diejenigen zwei Punkte der zwei- 
deutigen, die Fläche erzeugenden Punktreihe auf A' sind, welche dem 
Schnittpunkte der Doppellinie t) mit der Doppeltangen ten ebene ent- 
sprechen. 
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Wir erhalten daher sofort den Sata: 

„Die Berühi'ungspunlitepaare clor Llureh S gelegten 
Ebenen mit der Fläche bilden eine quadratische Involu- 
tion; nämlich dieselbe Involution wie die auf' S gelegene 
die Fläche F^ erzeugende zweideutige Reihe." 

Wir erhalten in dieser Art auf S ein Ebenenbüschel und eine 
zweideutige Punktreihe, welche Gebilde in ein-zwei-deutiger Be- 
ziehung sind. 

Betrachten wir nun solche Ebenen, welche durch die Doppcl- 
linie ß hindurchgehen. Jede solche Ebene schneidet die Regelflächo 
in einer einzigen Erzeugenden und berührt daher die Fläche auch nur 
ein einzigesmal, nämlich in ihrem Schnittpunkte mit der Doppellinie JJ. 
Nun gehen aber durch jeden Punkt der Doppellinie ß zwei Erzeugende, 
welche ihn mit seinen beiden entsprechenden Punkten der zweideutigen 
Reihe auf S verbinden. Es lassen sich also in jedem Punkte der 
Doppellinie ß zwei Tangentenebenen der Fläche construiren. 

„Jeder Punkt der Doppellinie ß einer Regelfläche 
dritter Ordnung besitzt zwei Tangentenebenen, nämlich 
jene, welche durch die Doppellinie und die beiden sich 
in dem betrachteten Punkte schneidenden' Erzeugenden 
hindurchgelegt werden können." 

Diese zwei Tangentenebenen sind aber nichts anderes, als das 
Ebenenpaar des zweideiitigen, die Regelfläche erzeugenden Ebenen- 
büschela ß, welches der durch den Berührungspunkt gehenden Ebene 
des eindeutigen Buscheis S entspricht. Demnach der Satz; 

„Die den einzelnen Punkten der Doppellinie ß einer 
Regelfläehe dritter Ordnung entsprechenden Tangenten- 
ebenenpaare bilden eine quadratische Involution; näm- 
lich dieselbe Involution wie das, die Fläche erzeugende 
zweideutige Büschel D." 

Also auch hier erhalten wir auf der G-eraden ß zwei ein -zwei- . 
deutige Gebilde: Eine eindeutige Punktreihe und ein zweideutiges 
EbenenbUs chel. 

Man überblickt sofort, dass die beiden ein -üwoi- deutigen Gebilde 
auf ß und jene auf S perspectivisch liegen. In der That sind sie 
ja nur gebildet von den ein-zwei- deutigen Punktreihen und Ebencn- 
büscheln, welche die Regelfläche F.^ erzeugen. 

20. In Art. 18. zeigten wir, dass, um den einer Regelfläehe aus 
einem Punkte umschriebenen Kegel zu construiren, man nur durch 
diesen Punkt und die einzelnen Erzeugendon der Regelfläehe Ebenen 
zu legen brauche, welche den fraglichen Kegel umhüllen. 

Um also den unserer Fläche F-^ aus einem wiilkürliehen. Punkte 
des Raumes umsehriebenen Kegel zu erhalten, haben wir für diesen 
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Punkt und unsere Fläche die angegebene Consü'uction durch zu führen. 
Denkt man sieh nun die Regelfläche durch die ein -zwei -deutigen 
Punktreihen auf ^ und S erzeugt, so wird olfenbar eine durch den 
angenommenen Kegelscheitel und eine Erzeugende gelegte Ebene 
eine solche soinj welche durch den Kegelecheitel und ein Paar ent- 
sprechender Punkte der beiden Reihen hindurchgeht. 

Alle Ebenenj welche durch einen festen Punkt und entsprechende 
Punkte zweier ein -zwei -deutiger Punktreihen gelegt werden, um- 
hüllen nun nach Art. 2, einen Kegel dritter Classe vierter Ordnung, 
welcher die durch die eindeutige Reihe und den Punkt gelegte 
Ebene einfach, und die durch den Punkt und die zweideutige Reihe 
gelegte Ebene doppelt berührt. Wir erhalten daher den Satz: 

„Der einer Rogelflächo dritter Ordnung ans einem 
Punkte umschriebene Kegel ist von der vierten Ordnung. 
Die durch den Scheitel und die Doppellinie gelegte 
Ebene ist eine einfache Tangentenebene des Kegels, 
während die durch den Scheitel und die einfache Leit- 
linie gelegte Ebene eine Doppeltangentenebenc des Ke- 
gels ist." 

Im Artikel 2. haben wir gleichzeitig gezeigt, dass, wenn der 
Piinkt,' den man mit je zwei entsprechenden Punkten zweier ein- 
zwei-deutigen Reihen durch eine Ebene verbindet, auf' der Verbin- 
dungslinie zweier entsprechender Punkte beider Reihen Hegt, der 
durch solche Ebenen umhüllte Kegel nur vom zweiten Grade ist. 
Daher: 

„Der einer Rcgclfläche dritter Ordnung aus einem 

ihrer Funkte umschriebene Kegol ist vom zweiten Grade." 

21. Betrachten wir den der Eegelfläche Fj dritter Ordnung, 

welche die geraden Leitlinien D, S besitzt, aus einem beliebigen 

Punkte s des Raumes umschriebenen Kegel ^g'' etwas näher. 

Die Tangentenebenen dieses Kegels entstehen dadurch, dass 
man durch den Punltt s und jede Erzeugende der Regelflache eine 
Ebene legt. Es liegt somit jede Erzeugende der Fläche in einer 
Tangentenebene des Kegels und berührt somit den Kegel. Die ein- 
fache Leitlinie S liegt in der Doppel tangentenebene des Kegels und 
ß in einer einfachen Tangentenebene. Wir erhalten daher für jede 
Erzeugende der Regelfläche F^ folgende Bedingungen : Sie schneidet 
die den Kegel üfj^ einfach berührende Gerade £) und die ihn doppelt 
berührende Gerade S und berührt selbst den Kegel. Diess gibt fol- 
gende Erzeugungsart einer Regelfläche dritter Ordnung: 

„Bewegt sieh eine Gerade so, dass sie fortwährend 
einen Kegel ffg* dritter Classe vierter Ordnung berührt, 
während sie eine den Kegel einfach und eine andere den 



y Google 



40 Dritter Theil. 

Kegel doppelt berührende Gerade schneidet, so be- 
schreibt sie eine Ttegelfläche dritter Ordnung. Die den 
Kegel doppelt berührende Leitgerade ist die einfache 
Leitlinie und die ihn einfach berührende ist die Doppel- 
linie der Regelfläche." 

In jeder Tangentenebene des Kegels K-J* liegt eine Erzeugende 
der Kegelfiäche und ebenso liegt in jeder durch die Doppellinie L 
gehenden Ebene eine Erzeugende der Fläche. Lässt man sich die 
Tangentenebene von K^* und die durch D gelegte Ebene, welche 
sich in einer Erzeugenden schneiden, entsprechen, so erhält man 
ein Ebenonbtischel und ein ihm projectiviaches Tangenten ebenen - 
System des Kegels ff^*. 

Legt man durch die Doppellinie D irgend eine Ebene 1, , welche 
die einfache Leitlinie S in dem Punkte x^ scHneidet, und legt durch 
diesen Punkt an den Kegel K^*' die einzig mögliche Tangentenebene 
I', (ar, liegt nämlich auf der Doppelebene des Kegels), so sind g, 
g'i zwei entsprechende Ebenen der beiden ei-wähnten Ebenensystenie, 
Diese beiden projectivischen Ebenensysteme sind insofern von be- 
sonderer Natur, als die Tangentenebene des Kegels, in welcher D 
liegt, sich selbst entspricht. 

Man erhält damit folgende Erzeugungsart der Fläche: 
Wenndurch eine Gerade i>, welche einenKegel dritter 
Classevierter Ordnung ein fachber Öhr t, ein Ebenenbüschel 
bestimmt wird, welches zu einem Tangentenebenen- 
system dos Kegels derart projectivisch ist, dass sich die 
Tangentenebene des Kegels, in welcher P liegt, selbst 
entspricht, so erfüllen die Schnittlinien entsprechender 
Ebenen beider Systeme eine Regel fläche dritter Ordnung, 
welche in J5die Doppellinie hat und welche dcraKegel ein- 
geschrieben ist." 

Jede durch die einfache Leitlinie S gelegte Ebene ij trifft die 
Doppellinie D in einem Punkte y, von dem aus an den Kegel K.^ 
(weil y in einer einfachen Tangentenebene des Kegels liegt) zwei 
Tangentenebenen -»Jj , »J^ gelegt werden können, welche jj in zwei Er- 
zeugenden der Regelfläche schneiden werden, Lässt man nun der 
Ebene jj das Ebenenpaar ij[, ijj entsprechen, so erhält man zwei ein- 
zwei-deutige Ebenensysteme, und zwar das eindeutige als ein Ebenen- 
büschel mit der Axe S und das zweideutige als ein System der Tan- 
gentenebenen des Kegels Ä'3*. 

Diese beiden Ebeneusysteme sind abeimals besonderer Natui-, 
weil der Doppeltangentenebenc des Kegels, wenn man sie zu dem 
Ebenenbüschel rechnet, ihre beiden Nachbartangenten ebenen am 
am Kegel entsprechen, indem die in ihr liegenden Erzeugenden diese 
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entsprechenden Ebenen bestimmen. Je zwei einer Ebene des Ebe- 
nenbüschels entsprecH enden Ebenen des Kegels schneiden sieh in einer 
festen Ebene, nämlich in der Ebene (s Ö). Die Ebeneninvolation, 
welche das zweideutige Tangenten ebenen System am Kegel jT^^ bildet, 
ist also besonderer Art, welche wir als eine Involution mit geradem 
Durchschnitt bezeichnet haben (siehe Ai-t. 12 des 2. Theües) : 

„Berührt eine feste Gerade S einen Kegel dritter 
Classe vierter Ordnung doppelt und ist sie der Träger 
eines eindeutigen EbenenbÜB eh eis, welchem ein zwei-deu- 
tiges, eine Involution mit geradem Durchschnitt bilden- 
des Tangentenehenensyetem des Kegels derart zugeord- 
net ist, dass sich die Doppeltangcntcnebene des Kegels 
selbst beidemal entspricht, so erfüllen die Schnittlinien 
entsprechender Ebenen eine Regel fläche dritter Ordnung, 
für welche die Axe des Ebenonbüschels die einfache 
Leitlinie ist." 

22. Wie bewiesen wurde, wird der einer Regelfläclie umschrie- 
bene Kegel vom zweiten Grade, wenn sein Scheitel auf der Fläche 
liegt. Sei also s der auf der Fläche F^ liegende Scheitel des der 
Fläche umschriebenen Kegels F^ zweiten Grades. Während nun 
nach Früherem die durch seinen Scheitels und die Doppellinie 2* der 
Fläche gelegte Ebene keine Tangentenebene des Kegels g'^ mehr ist, 
berührt der Kegel die durch s und die einfache Leitlinie S gelegte 
Ebene. Somit : 

„Alle einer Regel fläche dritten Grades umschriebenen 
Kegel zweiten Grades berühren die einfache Leitlinie der 
Fläche." 

Gleichzeitig erhalten wir folgende Entstehungsart der Fläche : 
,,Sind D und S zwei windschiefe Gerade und ä'^ eine 
die letztere berührende Kegelfläche zweiten Grades, so 
beschreibt eine Gerade, welche I) und S fortwährend 
schneidet, während sie die Kegelfläche A"^ berührt, eine 
Regelfläche, welche D zur Doppellinie und S zur Leit- 
linie besitzt," 

Wir wissen, dass durch jode Gerade des Raumes sich an die 
Rcgelfläche drei Tangentenebenen legen lassen; ziehen wir nun durch 
einen Punkt p der Fläche, welchem die Erzeugende P und der der 
Fläche umschriebene Kegel iT, zweiten Grades entspricht, eine 
beliebige Gerade G, so sind die drei durch G an dia Fläche gehen- 
den Ebenen die folgenden: Die durch G und P gelegte Ebene und 
dann die beiden durch P an den Kegel /T^ gehenden Ebenen. 

Nehmen wir nun zwei Punkte p, p der Regelüäche , welchen 
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Punkten die Erzeugenden P, P' und die der Fläuhe ii ms chri ebenen 
Kegel Ä'j, Ä'j', zweiten Grades entsprechen und fragen wir nach den 
durch die Verbindungslinie pp' = G an die Regelflächc gehenden 
drei Tangentialebenen. 

Wir erhalten diese drei Tangentenebenen in doppelter Weise, 
je nachdem wir den einen oder den anderen der beiden Punkte zu 
deren Construction verwenden. Da sieh nun keine zwei Erzeugen- 
den der Fläche schneiden, also nicht in einer und derselben Ebene 
liegen können, so ist klar, dass die Ebene {G P) eine Tangenten- 
ebene des Kegels A";' und die Ebene (GP^) eine Tangenten ebene 
des Kegels K^ sein muss; die dritte durch G gehenden Tangenten- 
ebene der Fläche ist somit die ausser {G P) auftretende durch G 
gehende Tangentenebene des Kegels Ä'j' oder die ausser (fi/*') auf- 
tretende, durch G gebende Tangentenebene des Kegels K^- Es 
werden also die beiden Kegel A'^ und £.{ diese dritte Tangenten- 
ebene zur gemeinschaftlichen Tangenten ebene besitzen. Dies gibt 
den Satz; 

„Je zwei einer Rcgelfläehe dritter Ordnung umschrie- 
benen Kegel zweiten Grades haben eine gemeinschaft- 
liche Tangentenebene." 

Da femer jeder einer Regelfiäche dritter Ordnung umschriebene 
Kegel zweiten Grades von allen Erzeugenden der Fläche berührt 
wird, so erhalten wir folgende Erz ougungsart der Regelfläche; 

„Wenn zwei Kegel zweiten Grades eine gemeinschaft- 
liche Tangentenebeno besitzen und beide eine feste Ge- 
rade S berühren, so beschreibt eineGerade, welchebcide 
Kegel berührt und S schneidet, eine Regelflächc dritter 
Ordnung, welche S zur einfachen Leitlinie hat und den 
beiden Kegeln eingeschrieben ist." 

Betrachten wir die beiden geraden Leitlinien i* und S und einen 
der Kegelfläehe umschriebenen Kegel ff^ zweiten Grades, welcher 
dann, wie gezeigt wurde, die einfache Leitlinie S berühren muss. 
Diesen Kegel K2 kann man nun leicht wieder umgekehi-t zur Be- 
stimmung der beiden die Regelfläche erzeugenden einzweideutigen 
Punktreihen auf P und S verwenden. Jede Erzeugende der Fläche 
berührt den Kegel AT, und schneidet P und S in einem Paare ent- 
sprechender Punkte beider Reihen, 

Um nun zu einem Punkte p der eindeutigen Reihe das ent- 
sprechende Punktepaar der zweidevitigen Reihe S zu erhalten, lege 
man von p an den Kegel die beiden Tangentenebenen Jt,, z.), welche 
die Leitlinie S in den beiden dem p entsprechenden Punkten p^ , p^ 
schneiden werden. Offenbar sind dann^j,p^^ zwei Erzeugende der 
Fläche, da sie S und i> sehneiden und (weil in Tangentenebenen 
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von K., liegend) den Kegel K^ berühren. Diiveli jeden Punkt von fi 
geht dagegen nur eine Bei-ührangsebene an den Kegel K^, weil der 
Punkt (als auf der Kegeltangente S liegend) in einer festen Tan- 
gentenebene des Kegels liegt. 

Der Kegel K^ wird die eindeutige Reihe D in zwei Punkten 
sehneiden, von denen sieh an ihn nur zwei zusammenfallende Tan- 
gentenebenen legen lassen werden, denen also auf S zwei zusammen- 
fallende Punkte entsprechen werden. Die beiden Schnittpunkte von 
S", und S sind also nichts anderes als die Verzweigungapunkte der 
eindeutigen Weise. Daher : 

j,Alle einer Regelfläche dritter Ordnung umschrie- 
benen Kegel zweiten Grades schneiden die Doppellinie 
der Fläche in denselben zwei Punkten — den Verzwei- 
gungspunkten der eindeutigen die Fläche erBCUgcndon 
Punktreihe." 

Da die Tangentenebenen eines jeden aolchen Kegels in den bei- 
den Veraweigungspunkten durch die entsprechenden Doppelpunkte 
der zweidentigen Reihe auf S hindurchgeben müssen, so erhalten 
wir den Satz: 

„Die Berührungsebenen aller einer Regelfäche drit- 
ter Ordnung umschriebenen Kegel zweiten Grades in den 
Verzweigungspunkten voni>gehen durch die Verbindungs- 
linien dieser Verzweigungspunkte mit den ihnen rosp. 
entsprechenden Doppelpunkten der zweideutigen die 
Fläche erzeugenden Reihe auf S." 

Da jede Erzeugende der Regelfläche einen der Fläche umschrie- 
benen Kegel aweiten Grades berührt und in einer durch die doppelte 
Leitlinie D gehenden Ebene liegt., so bestimmt die Gcsammtheit 
der Erzeugenden auf dem Kegel ein Tangentenebenensystem, welches 
projectivisch ist mit dem durch dasselbe Eh-zeugendensystcm und 
durch D bestimmten Ebenenbüsehel. Diess gibt folgende Entstehungs- 
woisD der Regelfläehe: 

„Ein Ebenenbüschel und ein ihm projectivisches 
Tangentenebenensystem eines Kegels zweiten Grades er- 
zeugen eine Regelfläehe dritter Ordnung, für welche die 
Axe des Büschels die Doppellinie ist." 

Betrachtet man zwei der Regelfläehe F^ aus zwei ihrer Punkte 
Pi,.i)j umschriebene Kegel Ä', K^, so werden die Tangentialebenen hei- 
der Kegel mittelst der Erzeugenden der Regelfläche projectivisch 
auf einander bezogen. Zwei von den Tangentialebenen sind als 
entsprechend anzusehen, wenn sie durch eine und dieselbe Erzeu- 
gende der Regelfläehe hindurchgehen. Beide Kegel haben eine gc- 
^ Tangentialebene, nämlich jene, welche durch ^7^^ und die 
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Erzeugende Acb dritten Schnitt punkte s dieser Geraden hindurchgeht. 
Diese Tangentialebene entspricht sich überdiess selbst in der oben 
angeführten projecti vis eben Beziehung; unigekelirt können wir fol- 
genden Satz ansprechen : 

„Haben zwei Kegel zwei ton Grades eine gemeinschaft- 
liche Tangentialebene und sind ihre Ebenen derart pro- 
jectivisch auf einander bezogen, daas sich die gemein- 
schaftliche Ebene selbst entspricht, so schneiden sich 
entsprechende Ebenen in den Erzeugenden einer Regel- 
fläche dritter Ordnung, welche den beiden Kegeln einge- 
schrieben ist," 

23. Der, der Regelfläche l-\ aus einem ihrer Punkte umschrie- 
bene Kegel zweiten Grades kann vortheilhaftj zur Constraction der 
Tangenten ebene der Fläche in diesem Punkte verwendet werden, 

Ist nämlich p ein Punkt der Regelfläcbe und Ä'j der von ihm 
als Scheitel der Fläche umschriebene Kegel zweiten Grades, ferner 
Pdie Erzeugende der Fläche, welche durch p hindurchgebt, so sind 
die Tangentialebenen des Kegels die durch den Punkt p und die 
einzelnen Erzeugenden der Fläche gelegten Ebenen. Durch 
die Erzeugende P des Scheitels gehen nun zwei Tangenten- 
ebenen des Kegels ffj; die eine ist die durch P und die einfache 
Leitlinie S der Fläche gehende Ebene und die zweite ist die Tan- 
gentialebene der Fläche in dem betrachteten Punkte p. Wenn wir 
also die folgende Aufgabe zu losen hätten; 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist durch die bei- 
den Leitlinien B, S und fünf Erzeugende gegeben, man 
soll in einem Punkte der Fläche die Tangentialebene 
construiren," 
so würde folgender Vorgang zu beobachten sein: 

Durch den Punkt, den wir auf einer der gegebenen fünf Erzeugen- 
den liegend annehmen, und durch die einfache Leitlinie S legen wir 
eine Ebene und durch den Punkt tmd jede der übrigen vier Er- 
zeugenden weitere vier Ebenen , so erhalten wir fünf Ebenen des 
der Flache aus dem betrachteten Punkte umschriebenen Kegels 
zweiten Grades, von welchen eine, nämlich die erstgenannte durch 
die Erzeugende -des Punktes hindurchgeht. Unsere Aufgabe besteht 
nun darin, die zweite durch diese Erzeugende an den Kegel gehende 
Tangentialebene zu construiren, was sehr einfach mit Hülfe dca 
Satzes von Briancbon geschehen kann. 

24. Wir haben bisher die Regelflächen dritter Ordnung im All- 
gemeinen betrachtet, wie sie sich uns als Erzeugnisse ein -zwei- 
deutiger Punktroihen oder Ebenenbüschet darboten. Ebenso leiteten 
wir die übrigen Er zcngungs weisen a\iB diesen beiden Gmndarten ab 
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und haben sowohl bei ersteren als auth hei letzteren auf die Singu- 
laritäten der erzeugenden Gebilde wenig oder gar keine Rücksieht 
genommen. 

Indem wir diesa in den folgenden Artikeln tlmn wollen, wer- 
den wir die Regelflächen dritter Ordnung einem speciellen Studium 
zu unterwerfen trachten. 

Denken wir uns zunächst die ßegelfläche F^ als Erzeugniss 
zweier ein-zwei-deutiger Punktreihen J), S; wir wissen, dass durch 
jeden Punkt a der eindeutigen Reihe i), welche gleichzeitig die 
Doppellinie der Fläche ist, zwei Erzeugende derselben " hindurch- 
gehen ; es sind diess die beiden den Punkt a mit dem ihm entspre- 
chenden Punktepaare «, , «^ auf S verbindenden Geraden. 

Wird der Punkt n einer der beiden Vezweigungspunkte v, ■äi 
der eindeutigen Reihe, so fällt das Punktepaar Oj, a.^ mit einem der 
Doppelpunkte !;jj, zfi,^ auf der Geraden S zusammen; 
Daher der Satz : 

„Durch jeden Verzweigungspunkt (i), w) der eindeuti- 
gen Reihe gehen zwei zusammenfallende Erzeugende der 
Fläche." 

Wir werden die beiden Ver zw eigungs punkte (nach Cremona) 
die Cuspidalpunkte nennen. Es entsprechen somit den Cuspi- 
dälpunkten der Doppellinie D die Doppelpunkte c,^, ii\,, auf der ein- 
fachen Leitlinie S. 

"Wird die Regelfläche durch zwei ein- zw ei- deutige Ebenenbiischel 
S, D erzeugt, so liegen in jeder durch S gelegten Ebene « (weil S 
das eindeutige Büschel ist) zwei Erzeugende der Fläche, nämlich die 
Schnittlinien von a mit dem dieser Ebene entsprechenden Ebenen- 
paare «1, ttj des zweideutigen Ebenenbüschels ß. Wird speeiell a 
eine der beiden Verzweigungsehenen v, ra, so wird das entsprechende 
Ebenenpaar in der betreffenden Doppelebene v,^, oj^ zusammenfallen. 
„In jeder Verzweigungsebene (vw) des eindeutigen 
Ebenenbüschcls liegen zwei zusammenfallende Erzeu- 
gende der Fläche." 

Wir wollen daher die beiden V er zweigungs ebenen analog als 
die beiden Cuspidalebenen bezeichnen. 

Aus dem Umstände, dass die beiden eine Regelfläche F^ dritter 
Ordnung erzeugenden ein-zwei-deutigeii Punktreihen perspectiv! seh 
liegen mit den, dieselbe Fläche erzeugenden ein-zwei-deutigen Ebenen- 
büscheln, folgt unmittelbar; 

„Die Cuspidalpunkte liegen in den Cuspidalebenen 

und die Doppelpunkte vonSin den Doppelebenen veno." 

Wenn also D die Doppellinie und S die einfache Leitlinie der 

Regelflüchc -f 3 ist, so liegen die beiden Cuspidalpunkte v, w sui* 1) 
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und ihnen entsprechen auf S die beiden Doppelpunkte üj^, kc,;. Die 
Ebenen (Sil), {Si(i) sind dann die Verzweigungsebenen des eindeuti- 
gen EbenenbüBchets oder die Ouspidalebenen v und ca, welchen die 
ibenen v,.^ = (i'i'is), Wj^ = (ÖWij) des zweideutigen Biiachols 



Jede der beiden Geraden vv^ = {vv,^), w'wJ^ =^ (ft>w,i) reprü- 
sentirt demgemäsa ein Paar von zusammenfallenden Erzeugenden 
der Eegelfläche, welche wir resp. mit V^^i ^12 bezeichnen wollen 
und welche die „singulären Erzeugenden" der Fläche heJssen. 
Die beiden in F,^ vereinigten Ei-zeugenden liegen in der Ver- 
zweigungsebene V und ebenso die in W^ vereinigten in der Ebene <a. 
Jede in einer der beiden Verzweigungs ebenen, z.B. in v gezogene 
Gerade G trifft die ßegelfläche einmal in der einfachen Leitlinie S 
und dann in zwei unendlich nahen Punkten, niihmlieh in jenen, in 
welchen sie die in der betreffenden Verzweigungs ebene liegende 
singulare Erzeugende f,j sehneidet. Es ist also eine solche Gerade 
eine Tangente der Eegelfläche, deren Berühi-ungspunkt auf der singu- 
lären Erzeugenden liegt. Daraus sclitiessen wir jedoch sofort, daes 
die Verzweigungs ebene v die Regelfläclie längs der darin liegenden 
singulären Erzeugenden r,j berülirt. 

„Jede der beiden Verzweigungs(Cuspidal}ebenen v, 
(0 berührt die llegelfläche längs der in ihr liegenden sin- 
gulären Erzeugenden F,2, If^ resp." 

Wir haben im Art. 16. einen Satz bewiesen, welcher nur eine 
Folge des vorstehenden Satzes ist. 

Es ist nähmlich klar, daas auf Grund des letztbewiosenen Satzes 
auch der folgende richtig ist: 

„Jede auf der Regelfläche P.j liegende Curve berührt 
die beiden Cuspidalebenen v,ta in den Punkten, in wel- 
chen sie die singulären Erzeugenden Fjj, W^^ sehneidet." 
Es folgt dies sofort aus dem Satze, dass die Tangenten einei- 
Fläche in einem ihrer Funkte in der Tangentialebene liegen, und 
zugleich die Tangenten der durch diesen Punkt gezogenen Curven 
auf der Fläche sind. 

Schneidet man unsere Regeliläche F^ durch eine Ebene, so ent- 
steht eine Curve C/ dritter Ordnung. Die schneidende Ebene trifft 
die beiden singulären Erzeugenden in zwei Funkten, welche auch 
der Curve C^* angehören und deren Tangenten die Schnittlinien der 
Cuspidalebene mit der Curvenebene sind, l^un treffen sich aber die 
Schnittlinie der schneidenden Ebeiae mit den Cuspidalebenen in einem 
Punkte der einfachen Leitlinie S, nämlich in jenem, in welchem 
die pS die schneidende Ebene durchstösst. Dieser Punkt gehört aber 
ebenfalls der Schnittcurve C^^ an, und folglich sind die erwähnten 
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zwei Tangenten jene, welche von diesem Punkte an die Curve C^ 
gelegt werden können. 

„Der ebene Schnitt einer Regelfi ä ehe dritter Ordnung 
ist eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt; 
die Ijeiden von dem auf der einfachen Leitlinie S liegen- 
den Punkte an die Cufve gezogenen Tangenten sind die 
Schnittlinien ihrer Ebene mit den beiden Cuspidalebenen 
und die Berührungspunkte dieser Tangenten sind die 
Schnittpunkte derselben mit den singulären Erzeugen- 
den." 

Oder: 

„Die Schnittpunkte einer Ebene mit den singulären 
Erzeugenden sind conjugirte Punkte der Schnittcurve 
der Ebene mit der Regel fläche, DerTangentialpunktder 
beiden Punkte Hegt auf der einfachen Leitlinie S." 

Ebenso ergibt sich speciell d«r in Art. 16. bewiesene Satz, dass 
alle auf der Fläche F^ liegenden Kegelschnitte die beiden Cuspidal- 
ebenen in Punkten der singulären Erzeugenden berühren. *• 

25. Wir haben schon an einer früheren Stelle erwähnt und be- 
wiesen, dass unsere Regelfläche F^ ebensowohl von der dritten Ord- 
nung als auch von der dritten Classe sei; das heisst, auf jeder be- 
liebigen Geraden liegen drei Punkte der Fläche und es gehen durch 
diese Gerade drei Tangentialebenen derselben; die letztem entlialten 
die drei ersteren und jene gehen durch diese. 

Es kann nun geschehen, dasa auf einer Geraden von den drei 
auf ihr liegenden Punkten zwei zusammenfallen oder dass von den 
drei durch sie gehenden Tangentialebenen zwei zusammenfallen. 
Diese beiden Fälle können ebensowohl von einander getrennt als 
auch beide gleichzeitig auftreten. 

Im letzten Falle wird die betreffende Gerade eine Tangente der 
Fläche. Durch jeden Punkt der Fläche gehen unendlich viele sol- 
cher Geraden nämlich die durch ihn in der Tangentialebene der 
Fläche gezogenen Strahlen. 

Betrachten wir nun diejenigen Fälle, wo nur das Zusammen- 
fallen zweier Punkte oder jenes zweier Tangentialebenen für sich 
eintritt. 

Der erste Fall tritt offenbar dann ein, wenn die erwähnte Ge- 
rade G mit der Doppellinie D einen Punkt gemeinschaftlich hat; 
denn dann sind in diesem Punkte zwei Schnittpunkte der Geraden 
und der Regelfläche vereinigt und eine solche Gerade wird die Fläche 
nur noch in einem einzelnen Punkte schneiden. 

Die durch eine solche, die Doppellinie schneidende Gerade ge- 
henden Tangentialebenen sind jedoch, wie man sich leicht überzeugt, 
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von einander sämmtlich verschieden. Ist nämlich g^ der Schnitt- 
punkt von Gr und D, so werden durch g^ zwei Erzeugend» der 
Fläche gehen, deren jede mit G eine besondere Tangentialebene be- 
stimmt. Die durch den dritten .Schnittpunkt von G und F^ gehende 
Erzeugende liefert die dritte durch G gehende Tangentialebene. 

Schneidet die Gerade G die einfache Leitlinie S der Regelfläche, 
so ißt die durch G und S gehende Ebene eine Doppeltangentenebene 
der lläcke, welche in den beiden Punkten von S berührt, welche 
ihrem Schnittpunkte mit X) entspreclien. Ferner geht durch den- 
Schnittpunkt von G und S eine Erzeugende der Fläche, welche mit 
G die dritte Tangentialebene bestimmt. 

Es fallen hier zwei von den drei Tangentenebenen in die Ebene 
{GS), aber die drei Schnittpunkte von C mit fj sind sämmtlich von 
einander verschieden. Der eine ist der Punkt (GS) und die beiden 
anderen sind die Schnitte von G mit den beiden in der Ebene (öS) 
liegenden Erzeugenden. 

Es kann auch eintreffen, dass die Glei-ade G sowohl die Doppel- 
linie ala auch die einfache Leitlinie schneidet; dann werden wohl 
gleichzeitig zwei von ihren Schnittpunkten und zwei von den durch 
sie gehenden Tangentialebenen zusammenfallen, aber die Gerade 
wird doch nicht als eine eigentliche Tangente aufzufassen sein. 

Denn es ist wohl die Ebene {GS) eine doppelt zu zählende Tan- 
gentialebene, aber mit zwei von einander verschiedenen Berührungs- 
punkten (nämlich den beiden dem Punkte {G£f) entsprechenden Punk- 
ten der zweideutigen Reihe). Ebenso ist der Punkt (ff-ö) ein doppelt 
zu zählender, welcher aber zwei von einander verschiedene Tangen- 
tialebenen besitzt. 

Eine eigentliche Tangente der Fläche muss die Fläche in zwei 
unendlich nahen Punkten treffen, durch welche zwei unendlich nahe 
Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Wir haben im vorhergehenden Artikel unter den die Gerade S 
schneidenden Geraden solche kennen gelernt, welche eigentliche 
Tangenten waren; es sind diess die säramtlichen in den beiden Ous- 
■ pidalebenen v, ro liegenden Geraden, deren Berührungspunkte auf 
der singulären Erzeugenden liegen. In derselben Art erkennen wir 
aber, dass sämmtliche durch einen oder den anderen der beiden 
Cuspidalpunkto v, w gezogene Strahlen Tangenten der Fläche sind, 
für welche der CuspidaJpunkt , durch welchen sie hindui-cligehcn, 
der Berührungspunkt ist. 

Denn geht die Gerade G z. B. durch den Cuspidalpvmkt v, so 
fallen in diesen (weil er auf i> liegt) zwei von den Schnittpunkten 
der G und F.^. Da jedoch v ein Verzweigungspunkt ist, so fallen 
die beiden durch ihn gehenden Erzeugenden der Fläche in die ihn 
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enthaltende singulare Erzeugende ;jy^ ^ F,.j zusammen; somit fallen 
zwei von den durch G gehenden Tangentialebenen in die Ebene 
{GV^^, deren Berührangspunkt der Cuspidalpunkt ist. 
Wir gelangen hiermit zu folgendem Ergebniss: 
„Durch jeden Punkt der Regelfläehegeht ein Büseliel 
von Tangenton der Fläche, welches in der Tangential- 
ebene des Punktes liegt. Durch jeden Punkt der Dop- 
pellinie lassen sich zwei Büschel von Tangenten legen, 
welche in den beiden Tangentialebenen des Punktes 
liegen. 

Jede in den VerzweiguiigsebencTi v, ra liegende Ge- 
rade ist eine Tangente der Fläche, ihr Berührungspunkt 
liegt auf der in der betreffenden Verzweigungscbene be- 
findlichen singulären Erzeugenden. 

Jede durch einen Cuspidalpunkt v, w gezogene Ö-e- 
rade ist eine Tangente der Fläche; die durch sie gehende 
Tangentialebene ist jene, welche sie mit der durch den 
Cuspidalpunkt gehenden singulären Eraengenden ver- 
bindet." 

Aus dem letzten Absätze dieses Theorcnies folgt unnnttelbar der 
zu dem in .Art. 24 entwickelten Satze reciproke Satz : 

„Jede der Regelfläche F.^ umschriebene developpable 
Fläche enthält die beiden Cuspidalpunkte v, w; die zu- 
gehörigen Schmiegungsebenen gehen durch die den Cus- 
pidalpunkt enthaltende singulare Erzengende." 
Speciell : 

„Der der Regelfläche aus irgend einem Punkte um- 
schriebene Kegel 11.^ ist von der vierten (Jlasse und ent- 
hält die beiden Cuspidalpunkte v, w\ die vom Scheitel 
nach diesen Punkten gehenden Strahlen sind somit Kan- 
ten des Berührungskegels und deren Berührungsebenen 
gehen durch die den jeweiligen Cuspidalpunkt enthal- 
tende siuguläüe Erzeugende," 

„Jeder der Regelfläche umschriebene Kegel zweiten 
Grades geht durch die beiden Cuspidalpunkte und be- 
rührt daselbst Ebenen, welche durch die singulären Er- 
zeugenden gehen."') 

Denkt man sich nämlich die im Hauptsatze erwähnte, unserer 
Regelfläche F.^ umschriebene developpable Fläche als jene, welche 
gleichzeitig einer anderen Fläche U umschrieben ist, so gehen durch 
jede der beiden unendlich nahen in der singulären Erzeugenden r,j 

') Siehe Cvemoiiti.: Atii di',1 h\!^t. L, 
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zasammenf allenden Erzeugenden eine gewisse Anzahl Tangential- 
ebenen der Fläche U, welclie sich paarweise in Erzeugenden der 
developpablen Fläche schneiden. Da aber v als der Schnittpunkt der 
in F,2 vereinigten Erzeugenden der F.^ auftritt, so werden diese 
Erzeugenden der Developpablen dm-ch v hindurchgehen, d. h. v wird 
auf der developpablen Fläche liegen. Zugleich ist damit gezeigt, dass 
die zugehörigen Schmiegungsebenen (eben die durch Fjj an ü ge- 
legten Tangentialebenen) die singulare Erzeugende V^„ enthalten 



26. Wir haben bereit« im Art. 19, gesehen, dass jedem Punkte 
der Doppellinie D ein Paar von Tangenten ebenen zukommt. Alle 
solche Tangentenebenenpaare bilden eine quadratische Ebeneninvo- 
lution und zwar dieselbe, welche im zweideutigen die ßegelfläche 
erzeugenden Ebenenbiischel auftritt. Die Ebenen je eines Paares 
haben auf ü einen gemeinschaftlichen Berührungspunkt, und man 
erhält die beiden in einem Punkte von D berührenden Ebenen, wenn 
man die durch diesen Punkt ' gehenden zwei Erzeugenden zieht und 
durch jede von ihnen und durch die Doppellinien eine Ebene legt. 

Man erkennt sofort, dass die beiden Tangentialebenen eines 
Cuspidalpunktes zusammenfallen; denn die beiden durch denselben 
gehenden Erzeugenden der Fläche fallen in die durch ihn gehende 
singulare Erzeugende und folglich werden seine beiden Tangential- 
ebenen in die Ebene fallen, welche durch die Doppellinie D und die 
den Cuspidalpunkt enthaltende singulare Erzeugende hindurchgeht; 
diess ist aber nichts anderes, als eine Doppelebene des zweideutigen 
EbenenbüBchels. Wir erhalten daher den Satz: 

„Die Berührungsebenenpaare der Regelfläche /"., in 
den beiden Cuspidalpunkten fallen zusammen und zwar 
in je eine der beiden Doppelebenen des zweideutigen die 
Fläche erzeugenden Ebenenbüschels." 

27. Es ist selbstverständlich, dass die Natur unserer Eegel- 
fläche f 3 ebensowohl von der gegenseitigen Lage als auch von der 
Natur der sie erzeugenden ein-zwei-deutigen Gebild« abhängen wird. 

Während mm der Einfluss der Lage nur als ein zufälliger be- 
trachtet werden muss, ist jener, welcher die innere Natur der er- 
zeugenden Gebilde besitzt, ein wesentlicher und wir wollen uns 
daher nur mit diesem näher bekannt machen. 

Li dieser Hinsicht haben wir folgende drei Fälle zu unterscheiden : 
l) das zweideutige Gebilde (Ebenenbüschel oder Punktreihe) ist 
reell;') 2) es ist complex; 3) seine Doppel elemente fallen zusammen. 
Im ersten Falle, wenn also das zweideutige die Fläche erzeugende 

') Siehe L Tlicil, Art. K. 
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Gebilde reell ist, wird diess selbstverständlich gleichzeitig bei dem 
zweideutigen Ebenenbüschel D und der zweideutigen Pimfetreihe S 
der Fall sein, da diese beiden pevspectivisch liegen. 

Es wird jedem Punkte von D ein reelles Punktepaar von S ent- 
sprechen, d. h. durch jeden Punkt von D werden zwei reelle Er-, 
zeugende der Begelfläche hindurchgehen und folglich wird in diesem 
Falle die ganze unendliche Gerade D als eigentliche Doppellinie der 
Fläche angehören. Jeder Punkt von D ist ein eigentlicher Doppel- 
punkt. 

,,"VVird eine Regelüäche dritter Ordnung von zwoi 
ein-zwei-deutigen Gebilden erzeugt, von denen das zwei- 
deutige reell ist, so ist die Doppellinie ihrer ganzen un- 
endlichen Ausdehnung nach eine eigentliche Doppellinie 
der Fläche." 

Wir wissen aus dem ersten Theile, dass im Falle das zweideu- 
tige Gebilde reell ist, die beiden Doppelelemente desselben als auch 
die ihnen entsprechenden Verzweigungselemente des eindeutigen Ge- 
bildes imaginär sind. 
Somit: 

,, Besitzt eine Kegeli'läche /',, eine, ihi'er ganzen Aus- 
dehnung nach eigentliche Doppelgorade, so sind die bei- 
den Cuspidalpunkte als auch die beiden Cuspidalebenen 
imaginär." 

Da bei einer derartigen Regelfläche auch das sie erzeugende 
zweideutige Ebenenbuschel D reell ist, so wird jede durch die ein- 
fache Leitlinie S gelegte Ebene die Fläche in zwei reellen Erzeugen- 
den schneiden, und folglich wird eine solche Ebene die Fläche in 
einem reellen Punktepaare berühren oder eine eigentliche Doppel- 
tangentenebene sein. 

„Bei einer Regelflächo F.^, welche eine ihrer ganzen 
Ausdehnung nach eigentliche Doppelgerade besitzt, ist 
jede durch die einfache Leitlinie S gelegte Ebene eine 
eigentliche Doppeltang-entenebene der Fläche. Die bei- 
den singulären Erzeugenden F|2, Wj.j sind selbstverständ- 
lich imaginär." 

Betrachten wir einen ebenen Schnitt der Regelfläche F^ im All- 
gemeinen. Ist £ die schneidende Ebene, so möge rf ihr Schnitt- 
punkt mit D und s jener mit S sein. Wir haben schon früher ge- 
zeigt, dass der ebene Schnitt von /', eine (3nrve C^ dritter Ordnung 
ist, welche in d einen Doppelpunkt und in s einen einfachen Punkt 
besitzt. Wenn d die durch D und s, und 8 jene durch S und rf 
gehende Ebene ist, so werden der letzteren, nämlich d, da sie zum 
eindeutigen die Fläche erzeugenden Büscliel S gehört, zwei Ebenen 
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8f, $2 clee zweideutigen BüBchela B entsprechen. Diese zwei Ebenen 
schneiden nun s in einem durch d gehenden Gteradenpaare, welches 
offenbar das Tangentenpaar der Curve C^^ im Doppelpunkte d ist. Denn 
C4'' kann dnvch zwei in £ liegende ein - zweideutige Stmhlenbüscliel 
s, d erzeugt werden, in welchen dem gemeinsamen Strahle ds eben 
die Strahlen, die auf Ö^ und d^ liegen, entsprechen. Der Ebene o 
des Büschels B entspricht im eindeutigen Büschel S eine Ebene 6,, 
weiche e in der Tangente der Cui've C^^ im Punkte s schneidet. 

Fräher schon zeigten wir, daas die Schnittlinien der Ebene s 
mit dem Paare v, ta der Cuspidal-(Verzweigungs-) ebenen die Tan- 
genten sind, welche man von s an C^^ legen l«inn, und dass die 
Berührungspunkte dieser Tangenten in den singulären Erzeagenden 
F,j, Wi2 liegen. 

Ist nun das zweideutige die Regelääche erzeugende Gtebilde reell, 
so werden der Ebene d zwei reelle Ebenen ö, , tf.j entsprechen und 
daher wird der Doppelpunkt d der Schnitteurve C^'^ ein eigentlicher 
Doppelpunkt sein. Dagegen werden die beiden von s an C,* gehen- 
den Tangenten imaginär werden d. h. s wird auf der Schleife der 
(Jurve C^^ sich befinden. 

„Besitzt eine Regelfläche dritter Ordnung eine, ihrer 
ganzen Ausdehnung nach eigentliche Doppelgeradc, so 
wird sie von jeder Ebene in einer Curve mit eigentlichem 
Doppelpunkte geschnitten; der auf der einfachen Leit- 
linie liegende Punkt der Schnitteurve gehört dann iniuier 
der Curvenschleife an." 

Speciell wii-d also eine jede solche Flüche von der nnendlich 
weiten Ebene in ehiej' (jurve mit eigentlichem Doppelpunkte ge- 
schnitten. 

Betrachten wir den einer Regelfläche ddtter Ordnung aus einem 
Punkte umschriebenen Kegel. Wir wissen, dass derselbe ein Kegel 
dritter Classe ist, der eine durch die einfache Leitlinie S gehende 
Doppelebene besitzt. Sei e sein Scheitel; daim ist [eS) die Doppel- 
tangentenebene des Kegels und die von e nach deren Berührungs- 
punkten mit der Fläche F^ gehenden Strahlen sind die beiden Be- 
rühnmgskanten der Doppelebene. Die Ebene (c ö) ist eine einfache 
Ebene des Kegels und wird ihn somit, da er von der vierten Ord- 
nung ist, in zwei Kanten schneiden. Diese zwei Kanten sind die 
vom Scheitel e nach den beiden Cuepidal punkten v, lo gezogenen 
Strahlen. (Siehe Art. 25.) Die Tangentialebenen des Kegels in die- 
sen beiden Kanten enthalten die singulare Erzeugende der Fläche, 
welche durch den jeweiligen Ouspidalpunkt hindurchgeht. 

Was die Berührangskante der Tangentialebene {eli) betriS't, so 
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ist dicsa der von e nach dem BerührnngspunkLo dieser Ebene mit 
der Regelfläche gezogene Strahl, 

Für den Fall , als D in ganzer Ausdehnung eine eigentliche Dop- 
pelgerade ist, ist jede durch S gelegte Ebene eine eigentliche Dop- 
peltangenten ebene der Fläche vmd daher der Satz : 

„Besitzt eine Regelfläche F^ eine, ihrßr ganzen Aus- 
dehnung nach eigentliche Doppelgerade, so ist der aus 
jedem Punkte des Raumes ihr umschriebene Kegel ein 
Kegel dritter Classe mit eigentlicher Doppeltangcnton- 
cbene." 

Gehen wir nun zu dem Falle über, in welchem das zweideutige 
die Regelfläche erzeugende Gebilde complex ist, d. h. wo es im 
eindeutigen Gebilde eine solche Elementenpartie giebt, welcher im 
zweideutigen Gebilde imaginäre Elementenpaar o entsprechen. In 
diesem Falle sind sowohl 'die Verzweigungselemente als auch die 
Doppelelemente reell. 

Betrachten wir zunächst die Regelfläche f^ ^'^ Erzeugniss zweier 
einzweideutigen Punktreihen ß, S, von denen die zweideutige S com- 
plex ist. Die beiden Verzweigungspunkte v, w der eindeutigen Reihe 
d. h. die beiden Cuspidalp unkte der Fläche sind reell und theilen 
die ganze Doppelgei-ade G in zwei Abschnitte, den reellen Thcil und 
den imaginären Theil derselben, i) 

Jedem Punkte des reellen Theiles der Doppelgeraden entspricht 
ein reelles Punktepaar der einfachen Leitlinie S, oder durch jeden 
Punkt des reellen Theiles der Doppelgeraden geht ein Paar reeller Er- 
zeugenden der Fläche. Es wird somit jeder Punkt der Doppelgeradcn, 
welcher dem rellen Theil angehört, ein eigentlicher Doppelpunkt der 
Fläche sein. 

Dagegen entspricht jedem Punkte des imaginären Theiles der 
eindeutigen Reihe D ein imaginäres Punlttcpaar der zweideutigen 
Reihe, folglich werden die beiden durch den Punkt gehenden Er- 
zeugenden der Fläche ebenfalls imaginär sein und somit wird ein 
solcher Punkt ein isolirter Doppelpunkt der Fläche sein. 

Die beiden Cuspidalpunkte v, w trennen dalier die Doppelgeradc 
in zwei Abschnitte, von denen der eine lauter eigentliche, und der 
andere lauter isoHrte Doppelpunkte der Fläche enthält. 

Es wii'd somit der reelle Theil der eindeutigen Reihe 1) als ein 
solcher Theil der Doppelgeraden zu betrachten sein, in welchem sie 
eine eigentliche Doppelgerade ist; im imaginären Theile von D ist 
die Doppelgerade eine isohrte oder ideelle. 

„Wird eine Regel fläche dritter Ordnung von zwei 

') Siehe II. Thcil, Art. 4. 
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ein-zwei-dcutigen Gebilden craeugt, von denen das zwei- 
deutige complex ist, so ist die J!)oppclgerade nur länge 
eines begrenzten (endlichen oder unendlichen) Tbciles eine 
eigentliche Doppelgerade, während sie längs des übrigen 
Theiles nur eine ideelle Doppellinie ist, Uie (irenzen 
beider Theilo bilden die reellen Cnspidalpunkte v, w der 
Fläche." 

Wir wollen den reellen Theil der 'eindeutigen Reihe D d. h. also 
jenen, längs dessen .0 eine eigentliche Doppellinie ist, kurz mit D,- 
md den übrigen imaginären Theil mit Di bezeichnen. Die Punkte 
i bid he Grenzen der beiden Theile D^, A- Beide Theile zu- 
bammen bilden die unbegrenzte Gerade D, woraus folgt, dass einer 
^on ihnci Aligemeinen eine endliche und der andere eine uncnd- 
1 che A ladel nung haben müsse. Der erstere wird dann von der 
Stiecke vH gebildet, während der zweite aus den beiden von v und 
u> ins Unendliche verlaufenden und im Unendlichen sich an einander 
scbliessenden Abschnitten von D besteht. Wenn jedoch einer der 
Cuspidalpunkte ins Unendliche f^llt, so wird jeder der beiden Theile 
von D einseitig unendlich werden. 

Durch jeden Punkt von D^ gehen zwei reelle Erzeugende, welche 
mit D zwei Ebenen — die Tangentialebenen des Punktes — bestimmen, 
welche also ebenfalls reell sind. Für jeden Punkt von Dt werden 
beide Erzeugenden und daher auch seine zwei Tangentialebenen 
imaginär. Für die Cuspidalpunkte v, w fallen erstere und letztere 
zusammen. 

„Eine Regelfläche mit reellen Cuspidalpunktcn be- 
sitzt in jedem Punkte des eigentlichen Theiles D,- der 
Doppelgeraden ein Paar reeller Tangentialebenen und in 
jedem Punkte des ideellen Theiles Ader Doppelgeraden 
ein Paar imaginärer Tangentialebenen. In denCuspidal- 
punkten fallen beide Tangentialebenen der Fläche zu- 
sammen." 

Wenn man eine Regelfläche dritter Ordnung mit reellen Cuspidal- 
punktcn durch zwei ein-zwei-deulige Ebenenbüschel erzeugt, so 
wird das zweideutige Büschel D complex sein und seine beiden 
Doppeiebenen v,2, Of., sind die Tangentialebenen der Fläche in den 
beiden Cuspid alpunkten ;;, w. 

Das eindeutige Büschel S wird dm-ch die Verzweigungs- (Cus- 
pidal-) ebenen v, cj in zwei Theile, den reellen und den imaginären 
Theil getheilt. Jeder Ebene des ersten entspricht ein reelles Paar 
von Ebenen des zweideutigen Büschels If, weshalb jede Ebene des 
reellen Theils des eindeutigen Büschels die Regelfläclic in zwei 
reellen Geraden schneidet und folglieh auch in zwei reellen Punkten 
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beriibrt. Einer Ebene des imaginären Theiles des cindoiitigen Ebenen- 
büachels entspricht dagegen ein Paar imaginärer Ebenen des zwei- 
deutigen Büschels; eine solche Ebene schneidet die Regelfläche in 
einent Paar imaginärer Geraden und berührt sie daher in zwei ima- 
ginären Punkten : 

„Besitzt eine Regelfläche dritter Ordnung reelle 
CuspidalpunktCj so theilen dieCuspidalebenen den vollen 
Winkel an der einfachen Leitlinie in zwei Winkelräume 
derart, dass jede'Ebene des einen eine eigentliche und 
jede Ebene des zweiten eine ideelle Doppoltang entenebene 
der Fläche ist. AVir nennen diese Theile don reellen und 
den imaginären Theil des eindeutigen Ebenenbüschels 
S und bezeichnen sie resp. mit S^ imd S;." 

Die Cuspi dal ebenen selbst schneiden die Fläche in zi\sammen- 
fallenden Erzeugenden — den singuläron Erzeugenden und berühren 
die Fläche längs dieser Geraden. 

Schneidet man eine Regelfläche F-^ mit reellen Cnspidalpunkten 
mit einer Ebene e, so wird ebensowohl eine Curve mit eigentlichem, 
als auch eine solche mit isolirtem Doppelpunkte entstehen können. 

Der Doppelpunkt d der Schnittcurve ist nämlich der Schnitt- 
punkt der Ebene £ mit der Doppelgeraden S. Ist nun d ein eigent- 
licher Doppelpunkt der Fläche , so wird er auch ein eigentlicher 
Doppelpunkt der Schnittcurve sein, und ist er ein isotirtor Punkt der 
Fläche, so ist er diess ebenso für die Schnittcurve. Daher der Satz : 

„Eine Ebene, welche die Doppellinie in ihrem eigent- 
lichen Theile ß,. schneidet, schneidet die Regelfläche in 
einer Curve dritter Ordnung mit eigentlichem Doppel- 
punkte. Eine Ebene, welche die Doppellinie in ihrem 
ideellen Theil A- schneidet, schneidet die Regelfläche in 
einerCurve dritter Ordnung mit isolirtem Doppelpunkte. 

Wie uns schon bekannt ist, sehneidet die Ebene i die einfache 
Leitlinie S in einem Punkte *■ und die Cuspidalebenen v, w in den 
beiden von s an die Schnittcurve gehenden Tangenten, welche daher 
in diesem Falle immer reell sind. 

Hieraus folgt, dass wenn die Schnittcurve einen eigentlichen 
Doppelpunkt besitzt, der Punkt s nie auf der Schleife liegen wird. 
Specielle Lagen der schneidenden Ebene wurden wir im nächsten 
Artikel kennen lernen. 

Der aus einem Punkte e einer Regelfläche F^ mit reellen Cus- 
pidalpunkten umschriebene Kegel ist von der dritten Classe und 
kann ebensowohl eine eigentliche als auch eine ideelle Doppeltan- 
gentiivlebene besitzen. Liegt nämlich der Scheitel c im roellon 
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Theile des eindeutigen Ebeuenbüschels S'), m ist {üS) eine eigent- 
liche Doppeitangentenebene der Eegelfläche und folglieh auch eine 
eigentliche Doppeltangentialebene des nmschriobenen Kegels. Wenn 
dagegen e im imaginären Theile des eindeutigen Ebenenbifschels 
liegtj so wird (e S) eine ideelle Doppeltangenten ebene des Kegels sein. 
„Der einer Regelflächc dritter Ordnung mit reellen 
Ouepidalpunkten aus einem Punkte umschriebene Kegel 
besitzt eine eigentliche oder eiTie ideelle Doppcltangen- 
tencbene, je nachdem der Scheitel im reellen oder im 
imaginären Theile des eindeutigen Eboncnbiischels S 
■ liegt." 

Die beiden Verzwelgungaebenen v, gj trennen demnach isolehc 
Punkte, für die der Kegel eine eigentliche Doppeltangenten ebene be- 
sitzt, von solchen, für welche diese Ebene eine ideelle ist. 

Wir haben nun auch des Falles Erwähnving zu thun, wenn die 
beiden Doppelpunkte der zweideutigen Reihe anf S und demgcmäss 
auch die beiden Verzwcigungspunkte der eindeutigen Reihe auf O 
zus amm enf allen . 

Ist diess der Fall, so wissen wir aus den Ent Wickelungen dos 

I. Theiles, dass die beiden Punktreihen nicht mehr ein -zwei -deutig, 

sondern projectivisch werd en; ihr ErzougnisB wird daher nicht mehr 

■ eine Regclfläche dritter Ordnung, sondern eine von der zweiten 

Ordnung, also im Allgemeinen ein Hyperboloid werden: 

,,FaIlendic beiden Cuspidalpunktc einer Rcgeli'läche 
dritter Ordnung zusammen, so degenorirt sie in ein ein- 
schaliges Hyperboloid. 

28, Logt man in einem Punkte einer willkürliehen Fläche die 
Tangentialebene an dieselbe und dann eine willkürliche Ebene, so 
wird letztere die Fläche in einer Cuvvc und die Tangontenebene in 
einer Geraden schneiden, welche offenbar die Tangente der Curve 
in dem betmehteten Punkte sein wird. Hieraus folgt nun unmittel- 
bar Folgendes. 

Wenn man in einem Punkte 4 der Doppellinie B einer Regcl- 
fläche ^3 dritter Ordnung an die Fläche die beiden Tangentenebenen 
#1, tf.j legt') und ferner durch diesen Punkt eine bclichige weitere 
Transversal ebene s, so wird diese die Fläche in einer Curve C,' 
(welche in d einen Dopjjelpunkt be.'iitzt) imd die beiden Tangential- 
ebenen in zwei Geraden 0,, G^ schneiden, welche offenbar die Tan- 



1) Da^ heisät, wenn ilic (luvch n uuil S golegto Ebene tiem reellen Thcilo 
des eindeutigen lEbenonbfischels angehört. 

') Ea sind dieaa die durch D und diu Ijeiden in ä sich schneidenden Erzeu- 
genden gelegten Elicni'n. 
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gcntcn der Curvc C^^ im Doppelpunkte d sein werden. Ist dcv 
Punkt (l einer der beiden Cnspidalpunkte v oder ly, so fallen seine 
beiden Tangentenebenen in die betroffende Doppol ebene Vy., oder ojjj 
und somit fallen die beiden Tangenten G.,, ffj des Doppelpunktes in 
die Schnittlinie der Transversalebene e mit der betreffenden Düppel- 
ebene v,^ oder toj,. 

Wir erhalten daher den Satz: 

„Legt man durch einen Cuspidalpunkt der Fliluhe F'>. 
eine Ebene £, so schneidet diese die Fläche in einer Curve 
Cg^ dritter Ordnung, für welche der Ouspidalpunkt eine 
Spitze ist. Die Tangente der Spitze ist die Schnittlinie 
der Ebene e mit der, die Fläche ^3 im Cuspidalpnnkt be- 
rührenden Ebene." 

Ist die Tangentialebene einer willkürlichen Fläche mit dem Be- 
rührungspunkte i und nimmt man in 9 einen willkiu'lichen Punkt c 
an, so wird dieser mit ( eine Gerade et und mit der Fläche einen 
dieser umschriebenen Kegel bestimmen und es ist nicht schw'er einzu- 
sehen, das die Gerade ei eine Kante dieses Eerührangskegels sein wird. 
Legt man nun durch die einfache Leitlinie S unserer RcgelHächo 
F.-^ eine willkürliche Ebene 0, ao wird diese bekanntlich eine Dop- 
pcStangenten ebene sein und wird F^ in jenen zwei Punkten i,, l^ be- 
rühren, in welchen S von den beiden in liegenden Erzeugenden 
der Fläche geschnitten wird. Ein aus dem in beliebig angenom- 
menen Punkte e der Regelfläche umschriebener Kegel K-^^ wird 
zur Doppeltangenten ebene besitzen und von ihr in den beiden von 
e nach i^ und t.^ gehenden Strahlen berührt werden. 

Ist nun eine der beiden Verzwoigungs- (Üuspidal-) ebenen v 
oder (B des eindeutigen Ebononbüschels S, so fallen die in befind- 
lichen Erzeugenden der Fläche in die in liegende singulare Er- 
zevigende F,2 oder ^V^.^ und folglich wird das Punktepaar i^, (j in 
den Doppelpunkt fjj oder w^ der zweideutigen Reihe S fallen. Der 
ans einem Punkte e einer solchen Ebene der Fläche umschriebene 
Kegel besitzt also diese Ebene zu einer Doppelcbene, deren Be- 
rührungsbanten zusammenfallen d. h. die Ebene wird eine In- 
flesionaebene und somit wird der Kegel nur mehr von der dritten 
Ordnung bleiben und eine einzige Spitzenkante aufweisen. 
Wir gelangen daher zu folgendem Satze: 

„Der aus einem Punkte einer der Cuspidaleboncn v, 
ra einer Rcgelflächo dritter Ordnung umschriebene Ke- 
gel ist ein Kegel dritter Ordnung rind dritter Classe, für 
welchen die betreffende Guspidalebcno die Inflexions- 
ebono ist. Die Infi exionskante enthält den in dcrCuspidai- 
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ebene liegenden Doppelpunkt der zwcidoutigcn dioKc- 
gelfläche erzeugenden Reihe S." 

29. Wir haben im vorigen Artikel gesehen, tlass die Suhnitt- 
curve der Regelflache F^ mit einer durch den Punkt d der Doppel- 
linie ß gehenden Eheno in diesem Punkte die Tangentialebenen der 
Fläche berührt. 

Legt man durch eine Erzeugende X, der Fläche eine Ebene, 
so wird diese die Fläche in einem Kegelschnitte C^ schneiden, wel- 
cher, wie wir wissen, durch den Schnittpunkt x der Erzeugenden 
mit der Doppellinie B hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt muss nun 
nach dem eben Gesagten im Punkte x die zweite, ausser {D .^^j), 
diesem Punkte zugehörige Tangentialebene {DÄ.^) berühren. Diese 
Tangentialebene wird durch D und die zweite durch x gehende Er- 
zeugende X der Fläche F^ hindurchgehen, 

„Die Kegelschnitte, in welchen das durch eine belie- 
bige Erzeugende der Fläche F.j gelegte Ebenenbüschcl 
dieFläche schneidet, berühren in ihrem auf der Doppel- 
linie liegenden gemeinschaftlichen Punkte eine und die- 
selbe Ebene, nämlich jene, welche durch die Doppellinie 
und durch die zweite durch den erwähnten Punkt gehende 
Erzeugende bestimmt ist." 

Wenn wir dieses System von, der Fläche eingeschriebenen Ke- 
gelschnitten aus einem willkürlich auf der Doppellinie B gelegenen 
Punkte projiciren, so erhalten wir ein System von Kegelflächen 
mit gemeinschaftlichem Scheitel, von dem sich leicht zeigen lässt, 
dass es ein Büschel von Kegelflächen ist. 

Erstlich gehen durch zwei Erzeugende- der Fläche, welche 
alle Kegelschnitte des Systemes treffen und daher auch allen den 
aus über den Kegelschnitten construirten Kegelflächen als Kanten 
angehören. Femer wird jede der Kegelflächen die Ebene {DX^ in 
der Doppellinie D berühren , da alle Kegelschnitte des Systemes 
diese Ebene in einem auf D gelegenen Punkte berühren. Hier- 
aus folgt daher sofort, dass alle die Kegelflächen ein Büschel 
bilden. 

„Construirt man aus einem beliebigen Punkte o der 
Doppellinie einer 11 egelfläche dritter Ordnung über jenen 
Kegelschnitten der Fläche, deren Ebenen durch eine 
und dieselbe Erzeugende der Fläche hindurchgehen, Ke- 
gelflächen, so bilden diese ein Kegelbüschel mitdrei ge- 
meinsamen Kanten und einer gemeinsamen Tangential- 
ebene in einer der Kanten." 

Jeder durch die Erzeugende X^ gehenden Ebene entspricht in 
dieser Art und Weise ein Kegel des erwähnten Büschels; man kann 
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nun zeigen, dass uragekohrt jedem Kegel dieses Bilschels eine ein- 
zige dui'ch die Erzeugende geh g de Ebene entspricht. 

Betrachtet man einen beliebigen Kegel des Büschels, so wird 
er als Fläche zweiten Grades die Regelfläche F^ in einer Curve 
sechster Ordnung schneiden müssen. Da er durch die Doppcllinie 
ß hindurchgeht d. h. diese zur Kante hat, so wird sie doppelt als 
Linie erster Ordnung in d^n Schnitt beider Flächen eintreten. 

Die durch den Scheitel o des Kegels gehenden zwei Erzeugen- 
den müssen offenbar auch dem Schnitte beider Flächen angehören, 
so dass also der Kegel mit der Fläche F^ ausser diesen beiden Er- 
zeugenden und der Doppellinie D noch einen Ort der zweiten Ordnung 
gemeinschafllich haben niuss. 

Dies wird im Allgemeinen ein Kegelschnitt sein, dessen Ebene 
nothwendig durch eine Erzeugende der Fläche hindurchgehen muss. 
Dieser Kegelschnitt wird der Doppellinie in einem Punkte d begegnen, 
in welchem er auch die Erzeugende seiner Ebene schneidet und 
jene Ebene berührt, welche durch die zweite durch d gehende Er- 
zeugende und die Doppellinie gelogt werden Itann. Da aber der 
Kegelschnitt auch auf dem betrachteten Kegel liegt, so wird die 
letzterwähnte Ebene die Tangentialebene des Kegels längs dor Kante 
D sein müssen. 

Der Punkt d kann demnach kein anderer Punkt sein, als dor 
Berührungspunkt x dieser Tangentialebene mit der Regelfläche und 
die Erzeugende, welche in der Ebene des Kegelschnittes liegt, rauss 
die durch x gehende nicht in der Tangentialebene liegende Erzeu- 
gende der Fläche, also unsere Axe Ä^ sein. 

Es schneidet also jeder Kegel des betrachteten Büschels o unsere 
Fläche jFg in einem Kegelschnitte, dessen Ebene durch die Erzeu- 
gende Xu hindurchgeht. 

Demnach entspricht jedem Kegel des Büschels o eine Ebene des 
Ebenenbüscbels X^ und umgekehrt. 

Beide Büschel sind also projectivisch und erzeugen die Segel- 
fläche /".,. 

„Diedurch eine Erzeugende der Eegoifläehe gelegten 
Ebenen und die über den Kegelschnitten, in welchen sie 
die Fläche schneiden, aus einem beliebigen Punkte der 
Doppellinie construirten Kegel bilden zwei projoctivi- 
sche Büschel')." 

Betrachten wir die durch die Doppellinie D gehende Ebene des 
Büschels X^, so erkennen wir sofort, dass sich der in ihr liegende 
Kegelschnitt auf zwei mit der Doppcllinie zusammenfallende Gerade 



') Cremona, Atti del lustituto Loniliardo, pag. 296. 
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rodiicirt. Der cntsprcclicDdc Kegel des Büschels o geht in einen 
Grenzfallj nämlich in das Paar der in o die Fläche F^ berührenden 
Ebenen über. 

Geht die Ebene des Büschels X^ durch die einfache Leitlinie S 
der Regelfläche, so zerteilt der in ihr liegende Kegelschnitt in die 
Leitlinie S iind die aweite durch den Punkt x gehende Erzeu- 
gende X^. DemgeniäsB wird der dieser Ebene entsprechende Kegel 
des Büschels o dargestellt durch die Tangentialebene von F^ in x 
(d.i. die Ebene D X^ vmd die Ebene {So), welche die beiden als 
Kanten des Kegelbüschels auftretenden in o sich sehneidenden Er- 
zeugenden der Regelfläche enthält. 

Avif Gi-und der erlangten Resultate ist es nicht schwer, die Natur 
eines Kegelhüschels und eines ihm pro jecti vi sehen Ebenenhüschels 
zu bestimmen, wenn ihr gegenseitiger Durchschnitt eine Regel- 
fläche dritter Ordnung sein soll. 

Das Kegelbüschel o habe die drei Kanten 0,, 0^, D und berühre 
in der letzten eine Ebene |.;; dann muss die Axe X^ des ihm pro- 
jeetivischen Ebenenbüschels die Gerade D sehneiden (dies geschehe 
im Punkte x), und es muss der durch D gehenden Ebene des Ebe- 
ncnbüschels das Ebenenpaar {D 0^), {DO^ entsprechen. 

Sind die beiden Büschel in dieser Art specialisirt , so wird der 
Durchschnitt derselben eine Regelfläche dritter Ordnung sein, welche 
D zur Doppellinie und 0,, O.j, -T, au einfachen Erzeugenden besitzt. 
Die Tangentialebene |^ der Kegel des Büschels längs der Kante ß 
wird die Regelfläche im Punkte x berühren und die einfache Leit- 
linie S der Regelflächc wird in derjenigen Ebene des Ebenenbüschels 
liegen, welche dem Ebenenpaare §;, {0, 0;) des Kegelbüsehels pro- 
joctivisch entspricht. 

30. Die reeiproken Betrachtungen füliren selbstverständlicli zu 
reciproken Resultaten, welche wir nur kurz zusammenstellen wollen. 
„Wenn man aus den Punkten einer Erzeugenden X^ 
der Eläche F^ Kegel \\mschreibt und die Schnitte dersel- 
ben mit einer willkürlich durch die einfache Leitlinie S 
gelegten Ebene bestimmt, . so bilden diese Schnitte 
eine Kegelschnittsi'cihe. Zwei von den gemeinschaftli- 
chen Tangenten der Kegelschnitte dieser Reihe sind 
die beiden in der Ebene G liegenden Erzeugenden T,, 
jTjUnd überdiess berühren die Kegelschnitte die einfache 
Leitlinie S im zweiten Berührungspunkte der durch S 
und X^ gelegten Ebene." 

(Diese Ebene schneidet nämlich die IJegelflächo F^ ausser in X^ 
noch in einer zweiten Erzeugenden X^, welche auf S den erwähnten 
Berührungspunkt bestimmt.) 
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„Dio Kegelschnitte (lieser Reihe und die Kegel scheite 
aufJ'j bilden zwei projectivische Systeme; dem Schnitt- 
punkte von J") mit S entspricht in der Kegelschnittsreihe 
das Berührungspunktepaar der Ebene mit der Ucgel- 
fläche etc." 
Ebenso : 

„Hat man eine Reihe von Kegelschnitten, welche zwei 
Gerade T^, T.^ und eine dritte Gerade S in einem festen 
Punkte Lerühren und eine dieser Reihe projectivisehe 
. Punkt reihe auf einer Geraden Zj, welche S schneidet, und 
entspricht dem Schnittpunkte von S mit ^Y, der Grenz- 
kogelschnitt, welcher vom Durch sc hnittspunktepaare von 
Ämit TijT^ dargestellt wird, so umhüllen die ans den 
Punkten von Äi über den diesen Punkten projeetivisch 
entsprechenden Kegelschnitten construirten Kegel eine 
Regelfläche dritter Ordnung. 

Die Gerade S iat die einfache Leitlinie derselben etc." 
31. Legt man durch eine Erzeugende ^Yj der Regelfläche ein 
Ebenenbttscliel und construirt aus einem willkiirUchen Punkte o der 
Doppellinie P über den in den Ebenen des Büschels befindlichen 
Kegelschnitten der Fläche Kegel, so erhält man nach Art, 29 ein 
Kegel büschel , welches mit dem Ebenenbüschel -Y, projectivisch ist, 
Projicirt man dasselbe, der Erzeugenden Jfj entsprechende Kogol- 
sehnittssystera aus einem zweiten Punkte o' der Doppellinie, so erhält 
man ein neues, dem Ebenenbüsehel X, projectivisches Kegelbüschel. 
Hieraus folgt aber unmittelbar, dass diese beiden Kegelbüschel o, o' 
unter sich ebeiifalla projectivisch sind. 

„Legt man durch eine Erzeugende einer RegelfliLche . 
dritter Ordnung Ebenen und construirt über den durch 
sie aus der Fläche geschnittenen Kegelschnitten ans 
zwei willkürlichen Punkten o, o' der Doppellinie Kegel- 
flächen, so bilden diese zwei projectivisehe Büschel." 

Diese zwei Kegelbüschel haben die Kante B gemeinschaftlich 
und berühren in derselben eine und dieselbe Ebene, nämlich die 
Ebene (J5 -i'j)'); *'^ haben somit beide Büschel noch eine zweite der 
Kante P unendlich nahe Kante gemein. Diese zwei unendlich 
nahen Kanten, welche allen Kegeln beider Büschel angehören, gelten 
für eine je zwei Kegeln beider Büschel gemeinsame Schnittcurve 
zweiter Ordnung. 

Es werden sich daher in der That zwei Kegel der beiden 
Büschel längs eines Kegelschnittes sehneiden müssen. 
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Unter den Kegeln jeden Büschels gibt es zwei GrenzfilUe, in 
welchen der Kegel durch ein Ebenenpaar repväsentirt wird. Wenn 
man die beiden durch den Scheitel o des einen Bliscliels gehenden 
Erzewgenden der Fläche mit 0,, 0^ und jene durch den zweiten 
Scheitel o' gehenden mit 0^', 0^ bezeichnet, so sind die beiden Orenz- 
mUe des ersten Büscliels die Ebenenpaare: {i)0|), {DO.^; {DX^), {Ofi^ 
und die Grenafälie dos zweiten Büschels: (öO,'), (ÖO,'); {DX^), 
(0/ 0/). 

Bie beiden projectivisehen Kcgelbüschel haben nun wegen ihrer 
Beziehung zum Ebenenbüschel Xy die Eigensch.ift , d;iss sich diese 
Grenzfälle projectiviseh entsprechen. 

Es entspricht dem Ebenenpaaro {1)0^), {.DO ^) das Ebeneiipaar 
{DOf'), {DO^) und dem Ebenenpaaro (ÖJfj), {0^0^ das Ebenenpaar 

Die Ebene (Ö X^ entspricht sieh also als zu beiden Kegel- 
büaclielii gehörig selbst und desshalb zerfitllt auch die Fläche vierten 
Grades, -welche durch zwei projectivische Kegelbüschel im Allge- 
meinen erzeugt wird, in diesem Falle in die Ebene {DX^) und unsere 
Fläche t\. 

32, Die durch die Ebenen eines Ebenenbüschels , dessen Axe 
eine Erzeugende J", der Fläche war, aus der Fläche geschnittenen 
Kegelschnitte projieirten sich aus einem willkürlichen Punkte o der 
Doppellinie in Kegeln zweiten Grades, welche Bämmtlich die Doppel- 
linie Ö und die beiden in o sich schneidenden Erzeugenden 0,, 0, 
der Fläche zu Kanten haben und in D die Ebene {DX.^ bei-ühren. 
Es ist klar, dass einer besonderen Amiahme des Scheitels o 
auch ein besonderes Büschel dieser Regelflächen entsprechen wird. 
In dieser Hinsicht ist besonders jener Fall bemerkenswerth , in 
welchem einer der beiden (als reell vorausgesetzton) Ciispidalpunkte 
V oder w zum Scheitel eines solchen Kegelhüschels gewählt wird. 
Fällt nämlich beispielsweise mit v zusammen, so fallen* die 
beiden Erzeugenden 0„ öj in die, durch den Verzweigungspunkt y 
gehende singulare Erzeugende F,.j, während die Ebene (ö,,Oj) hier 
zu der durch v gehenden Cuspidalebene v wird. Sämmtliche Kegel 
des Büschels werden demgemäss die Ebene v längs der Geraden 
F,2 tangireri und werden daher einen Doppelcontact besitzen. 

„Legt man durch eine Erzeugende der Regelfläche 
f.. Ebenen und construirt über deren Schnitten mit der 
Fläche aus ei nemCuspid alpunkte derselben Kegelflächen, 
so haben alle diese Kegelflächen doppelten Contact, in- 
dem sie eine durch die Doppellinie gehende Ebene in 
dieser Linie, und die durch den Cuspida! pun kt gehende 
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Cuspidalebene in der, in ihr liegenden singulärcn Er- 
aeugenden berühren." 
Ebenso : 

„Schneidet man die der Fläche F.^ aus Punkten einer 
Erzeugenden umschriebenen Kegel mit einer der beiden 
Cuspidalcbenen, so erhält man Kegelschnitte, die einen 
doppelten Contact besitzen; und zwar einmal auf der ein- 
fachen Leitlinie S und das a weitemal auf der in der 
Cuspidalebene liegenden singulare« Erzeugenden im 
Cuspidalpunkte. " 

Eine besondere Annahme der Erzeugenden Z, wird eine Spe- 
. cialisirung des, durch sie enthaltende Ebenen auf der Fläche be- 
stimmten Kegelschnittssy Sterns nach sich ziehen. 

Nehmen wir an, dass wir die Erzeugende -?[ in eine der beiden 
fiingulären Erzeugenden a. B. in i\^ übergehen lassen; dann wird 
die ihr zugeordnete Erzeugende Ä^ ebenfalls in F,; übergehen und 
die Ebene (PJC^) wird zur Ebene {B F,;) d. h. zur Doppelebene v,; 
werden. Jeder in einer durch F,j gehenden Ebene liegende Kegel- 
schnitt der Fläche wird somit im Verzweigungspunkte v die Ebene 
Vf2 berühren müssen nnd folglich, weil v^^ durch Fj.j geht, in diesem 
Punkte F,2 selbst berühren. 

„Die durch eine singulare Erzeugende gelegton 
Ebenen schneiden die Fläche ^3 in Kegelschnitten, welche 
diese Erzeugende in dem aufihrgetegenenCuspidalpunkte 
berühren.'' 
Ebenso : 
" „Die aus Punkten einer singulären Erzeugenden der 
Fläche /'s umschriebenen Kegel enthalten die Erzeugende 
und berühren in ihr die durch sie gehende Cuspidal- 
ebene." 

Legt man durch eine singulare Erzeugende z, B. durch V^^, 
Ebenen und construirt über den durch sie bestimmten Kegelschnitten 
der Fläche Kegel, welche den auf der zweiten singulären Erzeiigen- 
den liegenden Cuspidalpunkt zum Scheitel haben, so wird man oflfen- 
bar nach dem früher Entwickelten Kegelflächen erhalten, welche 
einen DoppelcontftCt besitzen. Dabei treten die beiden Cuspidal- 
cbenen V, (o als Contaetebenen auf, während die Contactkanten von 
der Doppellinie und einer singulären Erzeugenden gebildet werden. 
33. Die Schnittcurve einer Fläche zweiten Grades mit einer cu- 
bischen Regelfläche F.^^ ist im Allgemeinen von der sechsten Ord- 
nung. Enthält jedoch die Fläche zweiten Grades eine oder mehrere 
Erzeugende der Fläche ^3, so werden diese als ßestandtheile ersten 
Grades in den Schnitt eingehen und denselben reducircn. Wir 
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haben bereite derartige Fälle an Kegelflächen zweiten Grades be- 
trachtet. 

Besitzt ein Kegel K.^ zweiten Grades seinen Scheitel o in der 
Doppellinie D der Fläche F^ und enthält er die Doppelünle als Er- 
zeugende, so ist nach dem eben Gesagten klar, dass seine Sclmitt- 
cnrve mit der Eegelfläche in die doppelt zu zählende Gerade D nnd 
in eine Raumcurve vierter Ordnung zer-fallen wird. Enthält jedocli 
dieser Kegel ausser der Geraden D noch die beiden sich in seinem 
Scheitel o schneidenden Erzeugenden ö, , 0.^ der Eogclfläche, so wird 
er die Regelfläche nur* noch in einer Curvo zweiten Grades, in 
einem Regelschnitte G^ schneiden. 

Denn die deiden Erzeugenden 0[, 0.^ gehen jede einfach und die 
Doppellinie Z> doppelt als Bestandtheil erster Ordnung in den Schnitt ein. 
Wir können daher den Satz aussprechen: 

„Ein Kegel K.^ zweiten Grades, welcher die Doppel- 
linicfl und die zwei sich in seinem Scheitel schneidende» 
Erzeugenden der ßegelt'läche F^ enthält, selmeidet die- 
selbe überdiess in einem Kegelschnitt Cj." 

Die Ebene des Kegelschnittes C.^ wird eine Erzeugende der Fläclie 
F^ enthalten, welche wir leicht bestimmen können. Die Kegelfläclie 
ffj wird in der Doppellinie von einer Ebene berührt, welche die 
Fläche /".j in einem auf D gelegenen Punkte x gleichfalls tangirt 
und eine durch diesen Punkt gehende Erzeugende X.^ der Fläche 
F^ enthalten wird; die zweite durch x gehende Erzeugende X^ der 
Regelfläclie rauss (nach Art. 29.) die in der Ebene des Kegelschnittes 
C, gelegene Erzeugende der Regelfläche sein. 

Betrachten wir nun alle jene Kegel zweiten Grades, welche in 
dem auf D gelegenen Punkte o ihren Scheitel haben, die Doppel- 
linie D und die beiden in o sieh schneidenden Erzeugenden 0, , 0^ 
der Fläche F.^ und überdiess eine willkürlicli durch o gezogene 
Gerode G enthalten. 

Alle diese Kegelflächen bilden offenbar ein Büschel, dessen 
vier Scheitelkanten die Geraden B,Oy,0.i,G sind. 

Jeder Kegel K., dieses Büschels schneidet nach eben Bewiesenem 
die Eegelfläehe ^3 in einem Kegelschnitte O.^ und es fragt sich nun 
zunächst, was hüllen die Ebenen aller so erhaltenen Kegelschnitte ein? 
Die Scheitelkante G wird die Fläche F^ ausser in dem, doppelt 
zählenden Punkte noch in einem Punkte g schneiden und es ist 
klar, dass die Sehnittcurve eines jeden durch G gehenden Kegels, 
also auch eines jeden Kegels K., unseres Büschels mit der Regel- 
flache durch diesen Punkt hindurchgehen muss. 

Die Ebenen der Kegelschnitte C^ gehen somit sämmtlich durch 
diesen Punkt g. Jede von ihnen enthält aber ausser C, eine Kr- 
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I der Fläche und somit sind es die durch g und die Ev- 
zeugonden der Eegelfläche gelegten Ebenen, also die Tangenten ebenen 
der Fläche, welche durch g hindurchgehen, wesslialh sie einen 
Kegel ff/ zweiten Grades umhüllen. 

„Die Kegel des Büschels o sehneiden die Eegelfläche 
in Kegelschnitten, deren Ebenen [einen der Fläche um- 
schriebenen Kegel ffj' zweiten Grades umhüllen; der 
Scheitel dieses Kegels ist der Schnittpunkt der Fläche /'s 
mit der Scheitelkante G des Büschels, welche nicht der 
Fläche angehört." 

In dieser Art sind die Kegel des Büschels o den Tangential- 
ebenen des Kegels ff/ projectiviach zugeordnet und die Fläche F^ 
erscheint als der Ort der Schnitte entsprechender Elemente dieser 
projectivischen Systeme. 

Wir können diese Beziehung auch durch den folgenden SatK 
darlegen: 

„Zieht man die sämmtliehen durch einen Punkt g 
der Regelfläche F^ gehenden Kegelschnitte auf derselben 
und projicirt sie aus einem willkürlichen auf der Dop- 
pellinie gelegenen Punkte o durch Kegelflächen, so er- 
hält man ein Büschel von Kegetf lachen, deren Scheitel- 
kanten die Doppellinie J) , die beiden in o sich schnei- 
denden Erzeugenden ö,, 0^ der Fläche und die von o nach 
dem Scheitel g des Kegelschnittsystemes gehende Ge- 
rade G sind." 

34. Projicirt man die durch einen Punkt g der Fläche F^ ge- 
henden Kegelschnitte aus zwei verschiedenen Punltten o, o' der 
Doppellinie, so erhält man zwei Büschel von Kegelflächen, welche 
offenbar in Ansehung ihrer einzelnen Elemente projectivisch sind. 
Jeder Kegel des einen Büschels schneidet F^ in einem durch g 
gehenden Kegelschnitte, durch welchen der projectivisch entspre- 
chende Kegel des zweiten Büschels hindurchgeht. 

Die Regelfläche F^ erscheint als das Erzeugniss der beiden 
projectivischen Kegelbus chel. 

Es wird dem Leser nicht schwer fallen, die besondere Natur 
dieser projectivischen Kegelbüschel und den Grund zu erkennen, 
warum sie nicht eine Fläche vierten Grades, sondern eine Fläche 
dritten Grades erzeugen. 

35. Nimmt man in einer beliebigen, durch die einfache Leit- 
hnie S der ßegelfläche gehenden Ebene einen, diese Leitlinie 
und die beiden in liegenden Erzeugenden T^ , T^ der Fläche be- 
rührenden Kegelschnitt C^ an, so lässt sich durch jede seiner Tan- 
genten an die Regelfläche eine Tangentialebene legen, welche Tan- 
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nem bestimmten der Regelfläclie nrascliriebenon 
Tangentenlregel zweiten Grades angehören. 

Die sämmtliehen der Fläche F^ aas Punkten einer Tangential- 
ebene nmschrieljenen Kegel zweiten- Grades (deren Scheitel auf dem 
in der Tangentialebene teündlichen Kegelschnitte der Fläche liegen); 
welche auch diese Ebene berühren, bestimmen auf jeder durch die 
Leitlinie ^gehenden Ebene Ö eine Kegelschnittsreihe d.h. ein System 
von, vier feste Gerade berührenden Kegelschnitten. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Erzeugung der Regelfläche 
durch zwei projectiTische Kegel schnittsr ei h en , deren Entwickeliing 
dem Leser überlassen bleiben möge. 

36, Betrachten wir einen durch eine beliebige Ebene fauf der 
Regelfläche F^ bestimmten Schnitt, so ist dieser, wie wir wiesen, 
eine Cnrve ^4^ dritter Ordnung, welche im Schnittpunkte d von e 
mit der Doppellinie D einen Doppelpunkt besitzt. Projicirt man 
die Schnittcurve (7^* aus einem beliebigen Punkte der Doppellinie 
durch einen Kegel, so wird dieser von der dritten Ordnung sein, 
und weil C^^ in d einen Doppelpunkt besitzt, so muss die Gerade 
od d. i. i> eine Doppelkante des Kegels sein. Die heiden durch den 
Scheitel gehenden Erzeugenden der Fläche F^, welche wir aber- 
mals mit 0| , O.j bezeichnen woUenj werden selbstverständlich diesem 
Kegel als Kanten angehören, da sie von nach den Punkten (söj), 
(r 0^) der Ourve C^^ gehen. 

Der Kegel, in welchem sieh C^^ aus o projicirt und den wir 
kurz mit K^^ bezeichnen wollen, schneidet die Regelfläche F^ im 
Allgemeinen in einer Curve neunter Ordnung, welche in diesem 
Falle jedoch in einfache Curven zerfällt. Die für beide Flächen 
F^ und ffj^ doppelte Gerade J} repräsentirt einen Bestandtheil vierter 
Ordnung vom G es ammt schnitte, während die in sich schneidenden 
Erzeugenden 0^,0.^ jede als Linie erster Ordnung in den Schnitt 
eingeht. 

Die drei Geraden J, 0,, 0, repräsentiren somit einen Bestandtheil 
sechster Ordnung und da C^» von der dritten Ordnung ist, so wird 
der Kegel Ä"^^ ausser den aufgezählten Geraden und der Curve C^^ 
keine weiteren Linien mit der Regelfläche F.^ gemein haben. 

Nimmt man in der Ebene s der Curve C^' eine Gerade G an, 
welche diese Curve in drei Punkten a, b, c trifft und dreht man die 
Ebene t um diese Gerade so, daas sie ein Ebenenbüschel beschreibt, 
und projicirt man die durch die Ebene in jeder, ihrer Lagen auf /'^ 
bestimmte Schnittcurve C^ aus dem Punkte der Doppellinie durch 
einen Kegel K^, so erliält man ein System von Kegelflächen K^, 
von welchem sich leicht erkennen lässt, dass es ein Büschel von 
Kegelflächen ist. 
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Alle SO entstehenden Kogelflädien K^ besitaen nämliuh die Ge- 
rade D zur gemeinschaftlichen Doppelkante, was bekanntlich füi- 
vier einfache gemeinschaftliche Kanten gilt. Ferner haben sie die 
beiden durch o gehenden Erzeugenden 0^, 0, der Regelfläche und 
die drei von o nach a, h, c gehenden" Geraden als Kanten gemein- 
schaftlich. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass diese Kegelflächen ein Büschel 
bilden, dessen Scheitelkanten die folgenden Linien sind: i> (vierfach), 
Oi,0^,öä,~öb, öc. 

Es entspricht auf diese Art jeder durch die (gerade G gehenden 
Ebene £ ein Kegel des Büschels; ebenso entspricht aber jedem 
Kegel des Büschels eine durch G gehende Ebene. Denn nimmt 
man zu den Seheitelkanten des Büschels eine durch o gehende 
Gerade Z, welche F^ ausser in {dem doppelt zählenden) o noch im 
Punkte l schneidet, so ist klar, dass erstlich nur ein einziger Kegel 
des Büschels durch L hindurchgeht, während wieder nur eine ein- 
zige Ebene e des Büschels G durch den Punkt/ gelegt werden kann, 
welche ^5 in einer C4* schneidet, die sieh durch einen Kegel des 
Büschels projicirt. Da jedoch / auf C^^ liegt, so enthält der erwähnte 
Kegel die Gerade Z und ist somit der anfänglich in Betracht ge- 
zogene, wdchem die Ebene £ entspricht. Es ist somit das Ebenen- 
hüschel £ projectivisch mit dem Kegelbüscbel K^^. 

„Projicirt man die durch Ebenen eines Büechcla auf 
der Kegolfläche ^3 bestimmten Curven aus einem belie- 
bigen Punkte der Doppellinie, so erhält man ein Kegel- 
büschcl dritter Ordnung, welches mit dem Ebenenbüschel 
projectisch ist," 

Die Itegelfläche F^ erscheint als das Erzeugniss dieser projec- 
tivisch en Systeme. 

Unter den Ebenen des Büschels e gibt es drei Tangentialebenen 
der Fläche /"j. Es sind dies die drei Ebenen a,ß,'y, welche durch 
die den Punkten a, b, c zugehörigen (durch diese Punkte gehenden) 
Erzeugenden A, B, C resp. hin dui'chg eben. Diese Ebenen schneiden 
die Fläche F.;^ in den jeweiligen Erzeugenden und drei Kegelschnitten 
A2,B.2,C2; die drei diesen Ebenen entsprechenden Kegel des Bü- 
schels Kf^ werden somit in eine Ebene und eine Kegelfläche zweiten 
Grades zerfallen. So entspricht z.B. der Ebene a die Ebene (5 /<) 
nebst dem aus über dem Kegelschnitte A^ construirten Kegel zweiten 



Unter dem Ebenenbüschel £ gibt es zwei Ebenen, welche die 
Regelfläche F^ in einer Curve dritter Ordnung mit einem Kückkehr- 
punkt schneiden. Es sind dies die durch die Axe G des Ebenen- 
bUschels nach den Cuspidalpunkten v, w der Fläche gehenden Ebenen, 
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Diesen werden somit im Kegelbüschel zwei solche Kegel entsprechen, 
für welche die Doppellinie D eine Rückkehrkante ist. Ausser den 
drei von uns bereits aufgezählten Grenzfällen, in denen der Kegel 
des Büschels K^ in eine Ebene und einen quadratischen Kegel de- 
generirt, gibt es noch einen, in dem der Kegel in drei Ebenen zer- 
fällt. 

Dies tritt ein, wenn die Ebene e des Ebenenbüscbels G durch den 
Kegelscheitel o hindurchgeht. In diesem Falle zerfällt der Kegel K^ 
offenbai- in die Ebene s, und das Ebenenpaar {ß 0,), {ßO^. 

Würde man das durch ein Ebenenbüschel G auf der Eegelfläche 
F.^ bestimmte Curvensystera aus einem Punktepaar o, o' der Doppel- 
linie projiciren, so erhielte man selbstverstäüidlich zwei projectivische 
Kegelbüschel dritter Ordnung. Die Eegelfläche F^ erschiene dann 
als Ort des Schnittes entsprechender Kegel beider Büschel 

37. Umschreibt man der Regelfläche f., aus den einzelnen Punk- 
ten einer Geraden C Kegel, so sind diese von der vierten Ordnung 
und der dritten Classe. Schneidet man nun dieäe Kegel mit 
irgend einer, durch die einfache Leitlinie S gehenden Ebene 0, 
so erhält man eine Reihe von Curyen dritter Classe d. h. ein System 
solcher Curven, daes jede in Ö beliebig angenommene Gerade nur 
von einer einzigen dieser Curven berührt wird. Alle diese Curven 
besitzen S zur Doppeltangente, berühren die beiden in enthaltenen 
Erzeugenden T^, T^ der ßegelfläche und endlich die Schnittlinien der 
drei durch Ö gehenden Tangentialebenen der Fläche F^ mit der 
Ebene 0. 

Es folgt dies unmittelbar aus dem vorhergehenden Artikel nach 
dem Gesetze der Reciprocität. Schneidet man das aus den Punkten 
der Geraden G der Fläche F^ umschriebene Tangentenkegelsystem 
mit zwei durch S gehenden Ebenen 0,6', so erhält mau zwei pro- 
jectivische Ciirveureihen dritter Classe. 

38. Wir haben im Art. 36. Regelflächen dritter Ordnung be- 
trachtet, welche die Doppellinie D zur Doppelkaute besaseen und 
welche die Regclfiächc F^ in einer ebenen Curve dritter Ordnung 
durchschnitten. 

Solche Kegel hatten die besondere Eigenschaft, dass sie die 
beiden durch ihren Scheitel gehenden Erzeugenden der ßegelfläche 
enthielten. 

Nehmen wir nun umgekehrt von einem Kegel K^^ dritter Ord- 
nung vierter Classe an, daes sein Scheitel o auf der Doppellinie der 
Regelfläche liege, dass diese Doppellinie zugleich die Doppelkante 
des Kegels sei und dass dieser Kegel überdiess die beiden sieh in 
seinem Scheitel o schneidenden Erzeugenden 0, , Oj der Fläche F^ 
enthalte. 
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Dann rauss der Kegel, da D und ö, mit 0.^ einen ihm und F.^ 
gemeinschaftlichen Ort sechster Ordnung vorstellen, die Fläche f^ 
in einer Curve dritter Ordnung schneiden, welche im Allgemeinen 
doppelt gekrümmt sein wird. Dieselbe wird überdiess die Doppel- 
linie D zur Secante besitzen d. h. zwei Punkte dieser Schnittcurve 
dritter Ordnung werden auf D liegen. 

Hiervon überzeugt man sich leicht in folgender Weise. Jede 
durch B gelegte Ebene e schneidet F^ in einer Erzeugenden E und 
den Kegel K^ in einer Kante G. Der Schnittpunkt von E mit G ist 
nun ein Punkt der erwähnten Curve dritter Ordnung. Es wird nun 
zweimal geschehen, dass dieser Schnittpunkt auf die Doppelinie J) 
zu liegen kommt. Wird nämlich e eine der beiden Tangentenebenen 
des Kegels K^ in der Doppelkante I), so fKUt G mit D zusammen und 
daher fällt {EG) auf i). Der Leser wird leicht erkennen, dass es mehr 
als zweimal nicht auftreten kann. 

Die zwei Schnittpunkte von D mit der Curve dritter Ordnung sind, 
wie aus der vorhergebenden Entwiekelung folgt, die Berührungspunkte 
der Regelfläche Fj mit den beiden Tangentialebenen des Kegels K^^ 
länge der Doppelkante. Es fragt sich nun, wann die Schnittcurve 
dos Kegels mit der Regelääcbe eine ebene Curve wird. 

Hierzu ist offenbar nichts weiter nöthig, als dass die beiden a\if 
D liegenden Punkte der Curve zusammenfallen d. h. dass sie einen 
Doppelpunkt erhält. 

In diesem Falle werden die beiden Tangenten ebenen des Kegels 
K^ in der Doppelkante zwei Ebenen, welche die Fläche in demselben 
Punkte berühren. 

Damit also ein Kegel dritter Ordnung, füi" welchen die Doppel- 
linie eino Doppelkante ist, und welcher zwei Erzeugende der Fläche 
enthält, dieselbe in einer ebenen Curve dritter Ordnung schneide, 
ist nothwendig, aber aiich hinreichend, dass die beiden den Kegel in 
der Doppelkante berührenden Ebenen die Regelfläche in einem und 
demselben Punkte berühren. 

Ebenso ergibt eich, dass die developpable Fläche, welche der Regel- 
fläche ii'a und einer ebenen Curve dritter Classe (für welche die ein- 
fache Leitlinie S eine Doppeltangente ist und welche die beiden in 
ihrer Ebene liegenden Erzeugenden der Eegelfläche berührt) um- 
schrieben ist, von der dritten Classe sein wird, so dass also deren 
Rückkehrcurve eine Kaumcurve dritter Ordnung ist. 

Die einfache Leitlinie S ist eine Axe der Rückkehrcurve d. h. 
es schneiden eich in S zwei ihrer Schmiegungs ebenen [oder zwei 
Ebenen der betrachteten Developpableh). 

Wenn jedoch die Curve dritter Classe, welche mit ^3 diese de- 
veloppable Fläche bestimmte, die Leitlinie S in zwei solchen Punkten 
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berührt, in denen die Eegelfläche F-^ von einer und derselben Ebene 
tangirt wird (also in einem Punktepaare der zweideutigen Reihe 
auf D), so reducirt sich die der Curve und der Regelfläche umschrie- 
bene Fläche auf einen Kegel dritter Classe. 

Die Ebene, welche die Regelfläche [in den beiden Bei-ührunge- 
punkten von S mit der ebenen Curve dritter Clasae tangirt, wird 
die Doppeltangentenebene dieses Kegels. 

39. Nachdem wir den auf einer Regelfläche F^ befindlichen Li- 
nien erster und zweiter Ordnung bereits unsere Aufmerksamkeit ge- 
widmet vind auch bereits Curven dritter Ordnung, welche sich auf 
der Fläche befinden, thcilweise betrachtet haben, wollen wir die 
letzteren in diesem Artikel einer näheren Untersu.cbung unter- 
werfen. 

Von den auf der Regelfläcbe befindlichen Curven dritter Ord- 
nung haben wir .fast ausschliesslich nur die ebenen Curven betrachtet. 
Wir haben bei denselben gefunden, dass sie auf der Doppellinie der 
Fläche Doppelpunkte besassen, uud können hier noch bezüglich 
ihrer Bestimmung hinzusetzen, dass eine auf ^3 befindliche ebene 
Curve dritter Ordnung durch drei ihrer Punkte bestimmt erscheint. 
Denn diese drei Punkte fixiren ihre Ebene, welche die Regelflächo 
nach der zu bestimmenden Curve schneidet. 

Liegen zwei von den drei Punkten auf einer und derselben 
Erzeugenden der Regelfläche, so zerfällt die durch sie gehende 
ebene Curve dritter Ordnung offenbar in diese Erzeugende und jenen 
Kegelschnitt, in welchem die Regelfläcbe von der, durch die Erzeii- 
gende und den dritten Punkt gehenden Ebene geschnitten wird. 

Die durch drei Punkte der Fläche F.^ geheudo ebene Curve 
dritter Ordnung wird dann unbestimmt, ivenn die drei Punkte auf 
einer und derselben Geraden liegen. Dann schneidet jede durch 
diese Glerade gehende Ebene die Regelfläcbe in einer ebenen Curve, 
welche durch die drei Punkte geht. 

Gehen wir nun zu einer allgemeinen Betrachtung von auf der 
Regelfläche F^ liegenden Curven dritter Ordnung liber, von denen 
wir nicht mehr voraussetzen, dass sie eben seien. Bei der Unter- 
suchung der auf der Regelfläche F.^ befindlichen Curven ist die 
Zuhilfenahme des folgenden allgemeinen Satzes von besonderer 
Wichtigkeit : 

„Die Durchschnittslinie X einer Regelfläche F^ dritter 
Ordnung mit einer Fläche F„n'-'"' Ordnung ist von der 
Ordnung 3n und besitzt in jedem der u Schnittpunkte 
der Doppellinie i? mit der Fläche/'« einen Doppelpunkt." 
Der erste Thcil des Satzes folgt unmittelbar aus dem allge- 
meinen Theorem, dass der Schnitt einer Fläche m"^' Ordnung mit 
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einer Fläche w'" Ordnung eine Curve mn*" OrdnuDg ist. Die Suhnitt- 
cnrve Z der Regelfläcte F^ mit der Fläche F„ wird daher als von 
der 3n'™ Ordnung mit jeder Ebene des Raumes 3»Pmikte gemein- 
schaftlich haben. 

Betrachten wir nun eine durch die Doppellinie ß gehende Ebene f. 
Diese wird die KegeHläche in einer Geraden E und die Fläche F„ 
in einer Curve C„ «'" Ordnung schneiden, welche auch durch die 
Schnittpunkte d^,dj,d^- ■•■ ä„ von B mit F» hindurchgeht. Die 
n Schnitte von E mit C„ gehören somit der Curve Z an und sind 
ausser den rf-Punkten die einzigen in der Fbene £ liegenden. Hier- 
aus geht hervor, dass die H-punktige Gruppe der ü für 2w Punkte 
gelten müsse, d. h. dass im Allgemeinen jeder der Punkte d ein 
Doppelpunkt der Curve Z sein müsse. 

Es lässt sich jedoch auch leicht zeigen, dass es für jeden der 
Punkte d zwei durch D gehende Ebenen ff, und 8^ gebe, welche einen 
dem Punkte d unendlich nahen Punkt von X enthalten, wodnrch die 
Behauptung , dass die d Doppelpunkte sind , einen neuen Beweis er- 
hält. Die Ebene i wird offenbar die Curve 2! dann in einem dem 
Punkte d unendlich nahen Punkte schneiden, wenn die Erzeugen- 
de E darch diesen Punkt hindurchgeht, d. h. wenn £ eine Tangen- 
tialebene der Regelfläche F^ im Punkte d ist. Nuri gehen durch 
jeden Punkt ä der Doppellinie zwei Erzeugende der Regelfläche und 
somit werden die beiden durch sie gehenden Ebenen £ die Curve Z 
in Nachbar punkten von rf schneiden. Der Punkt rf ist also wirklich 
■ ein Doppelpunkt von Z und überdiess erkennen wir, dass die beiden 
die Regelfläche in d berührenden Ebenen zugleich zwei 'langenten- 
ebenen des Punktes d sind. Die Tangenten von Z in rf sind die 
Schnittlinien der beiden die Regelfläche in d tangierenden Ebenen 
mit der die Fläche f'„ in ä berührenden Ebene. 

Hieraus ergibt sich auch sofort, dass, wenn einer der Punkte rf 
in einen Cuspidalpunkt von F^ fällt, er dann eine Spitze (Eückkehr- 
punkt) der Schnittcurve Z sein muss. 

Die über ebene Schnitte in dieser Hinsicht ausgesprochenen 
Sätze erscheinen imr als specielle Fälle des eben betrachteten allge- 
meinen Falloa. 

Wenn wir irgend eine Erzeugende dor Regelfläche betrachten, 
so ist klar , dass auf ihr n Punkte des Schnittes 2^ sich hefinden 
werden, nämlich die n Schnittpunkte der Erzeugenden mit der 
Fläche F„. Jede Erzeugende der Regelfläche begegnet somit einem 
Schnitte dieser Fläche mit einer Fläche «""^ Ordnung n- mal. 

40. Sei Äj eine Raumcurvc dritter Ordnung, welche sich auf 
der Regelfläche F.^ befindet. 

Durch eine Raumcurve dritter Ordnung kann man hekanntlich 
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«ncndlich viele Flächen zweiter Oi-dnuug hindurchlegen. Sei nun F^ 
eine durch A3 gelegte Fläche zweiter Ordnung. Der Gesammtschnitt 
von F^ und ^3 musB eine Cur ve sechster Ordnung sein, von welcher 
in diesem Falle R^ ein Bestandtheil dritter Ordnung ist. Es. wird 
somit die Fläche F^ auf ^3 ausser R^ noch eine zweite Raumcurve 
A3' dritter Ordnung bestimmen. Beide Curven R^, B^' stellen den 
Gesammtschnitt sechster Ordnung vor. 

Nach dem Satze des vorhergehenden Artikels muss dieser 
Schnitt auf der Doppellinie i> zwei doppelte Punkte besitzen (weil 
n = 2ist). Damit dies eintrete, sind zwei Fälle denkbar. Erstens 
besitzt jede der Curven R und R^' auf B einen Doppelpunkt. Hier- 
durch würde jedoch 7i^ eine ebene Curvo werden, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. 

Der zweite mögliche Fall, der hier auch eintreten muss, ist der, 
dass beide Curven R^ und R^' die Doppellinie in demselben Punkte- 
paare treffen. 

Wir erhalten hiennit folgenden Satz : 

„Jede auf einer Regelflächo liegende Kaumeurvo 
dritter Ordnung besitzt die Doppellinie der ileg'eli'lächc 
zur Secante d, h, schneidet sie zweimal. Jede durch die 
Raumcurve gelegte Fläche zweiten Grades schneidet die 
Regelflächo in einer zweiten Raumcurve dritten Grades, 
welche die Doppellinie J) in deras-elben Punktepaare 
schneidet als erstere." 

Jede Erzeugende der Rcgelfläche F-^ trifft die Fläche F.^ in zwei 
Punkten, von denen je einer den Curven fij, fi^' angehört. Somit: 
„Eine auf einer Regelflächo dritter Ordnung liegende 
Raumcurve dritter Ordnung wird im Allgemeinen von 
jeder Erzeugenden der Fläche in einem einzigen Punkte 
getroffen." 

Nur die Doppellinie wird in zwei Funkten geschnitten und 
ebenso zwei Erzeugende, die zum Schlüsse des 43. Art. betrachtet 
werden. 

41. Wir können zu demselben Resultate und zu anderen ähn- 
lichen durch folgende Betrachtung gelangen. 

Erstlich lässt sich zeigen, dass auf der Regelfläehe F~ keine 
Raumcurve di'itter Ordnung liegen könne, welche mit der Doppel- 
linie R keinen Punkt gemeinschaftlich hat. 

Denn wäre R^ eine solche Curve, so müsste jede durch die 
Doppellinie B gehende Ebene f drei Punkte r^, r^, r, der Curve 
enthalten, welche, da in e nur eine Erzeugende £ von F^ liegt, 
auf dieser Erzeugenden sich befinden müseten. Dies kann nur dann 
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eintreten, wenn R^ eine ebene Curve ist'), was gegen unsere Vor- 
aussetzung wäre. 

Ebenso kann aber auch keine Raumcnrvo B^ auf JF^ liegen, 
welche nur einen einzigen Punkt rf; mit J) gemein hätte. Deim 
dann naiisate jede durch J) gelegte Ebene zwei weitere Punkte der 
Curve enthalten, welche auf der in dieser Ebene liegenden Erzeu- 
genden sich befinden müssten. Es würde demnach jede Erzeugende 
von F^ zwei Punkte von A3 enthalten und da durch jeden Punkt 
von ]} zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen, so würde die 
durch diese Erzeugenden gelegte Ebene vier Punkte der Eaumcurve 
enthalten and diese raüsste in das Paar der Erzeugenden und die 
einfache Leitlinie S zerfallen. 

Wir sehen demnach, dass jede auf ^^3 liegende Raumeurve 
dritter Ordnung wenigstens zweimal die Doppellinie ß sehneiden 
müsse, und da dies nicht dreimal eintreten darf, so wird jede solche 
Raumcurve zwei Punkte mit 2> gemeinschaftlich besitzen d. h, D ist 
eine zweipunktige Secante für alle auf F^ liegenden Eaumcurven 
dritter Ordnung. Dass auf der einfachen Leitlinie S immer ein, aber 
auch nur ein einziger Punkt der Curve By liegen müsse, folgt aus 
dem Vorhei'geh enden. 

Weil B eine zweipunktige Secante der Curve R.^ ist, so wird 
auf jeder Erzeugenden der Regelfläche, da diese mit R in derselben 
Ebene liegt, nur ein einziger Punkt der Curve R^ liegen können. 
Jede durch S gelegte Ebene enthält aber ein Paar Erzeugende der 
Fläche und somit ein Punktepaar der Curve By Diese ist jedoch 
von der dritten Ordnung imd muss noch einen dritten Punkt ent- 
halten, der noth wendiger weise auf S liegen muss. 

Dass nicht zwei Punkte von R^ auf S liegen können, ist klar; 
denn dann würden die Erzeugenden der Regelfläche einem Hyper- 
boloide angehören. 

Betrachten wir in ähnlicher Weise eine auf der ßegelfläche F^ 
liegende Curve n'" Ordnung. Es lässt sich abermals zeigen, dass 
eine solche immer mit der Doppellinie R gemeinschaftliche Punkte 
besitzen müsse; hätte sie keinen Punkt auf D, so würden die in 
einer durch R gehenden Ebene liegenden n Punkte der Curve noth- 
wendig der in der Ebene befindlichen Erzeugenden anzugehören 
haben. Dies ist unmöglich, weil sodann die Curve eben sein 
müsste, was nur für n ^ 3 denkbar ist. 

') Es liisst sich im AUgemeineii erkennen, daea wenn von einer Cm-ve Rk 
n'" Ordnung »Punkte in einer Gerfiden liegen, diö Curve eben sein miisse. 
Denn eine durch diese Gerade und einen nicht in ihr liegenden Punkt der 
Curve gelegte Ehene enthält (n -f- 1) Punkte der Cui-ve und muss demnach alle 
übrigen d. h. die Curve selbst enthalten. 
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Es müssen also nothw endig erweise auf J) Punkte der Cuvvc 
liegen und die Zahl der auf jeder Erzengenden der Fläche F^ 
liegenden Punkte der Curve kleiner als n sein. Sei x die Zahl der 
Punkte der Curve, welche auf D liegen und y die Zahl der Punkte, 
welche auf einer Erzeugenden von F^ sich befinden. Dann niuss 
eelbstv er ständlich x -\- y = n sein. In jedem Punkte der Doppel- 
linie S schneiden sich zwei geradlinige Erzeugende der Fläche, 
durch welche sich demnach eine Ebene legen lässt. Da nun jede 
der Erzeugenden y Punkte enthält, so wird die Ebene 2 j/ Punkte 
der Curve enthalten und es muss somit 2 y ^n sein. Hieraus folgt 
sofort, dass 2 a: ^ n sein muss. 

Die Zahl x der auf D befindlichen Punkte einer Curve n"" 
Ordnung, welche ganz auf der Itegelfläclic liegt, ist daher gebunden 
an die Bedingung 2n> 2x'^n. 

42. Da eine auf der Regelfläche F.^ Hegende Raumcurve Äj 
dritter Ordnung die Doppellinie B zur zweipunktigen und die ein- 
fache Leitlinie S zur einpunktigen Secante hat, während auch alle 
Erzeugenden der Fläche einpunktige Secanten der Raumcure sind, 
so kann man eine Regelfläche F\ dadurch erzeugen, dass man eine 
Gerade so bewegt, dass sie eine Raumcurve dritter Ordnung Ä^, 
eine ihrer zweipunktigen Secanten D und endlich eine einpunktige 
Secante S fortwährend schneidet. 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie fortwährend 
eine Raumcurve dritter Ordnung, eine zwcipunktige 
und eine einpunktige Secante derselben schneidet, so 
erzeugt sie eine Regelfläche dritter Ordnung, für welche 
die zweipunktige Secante die Doppellinie und die ein- 
fache Secante die einfache Leitlinie ist". 

Bekanntlieh würde ein Hy^rboloid entstehen, wenn die beiden 
Leitlinien D und S zweipunktige Secanten von Ä^ wären. 

Nimmt man zwei zweipunktige Secanten einer Raumcurve Ji~ 
zu Axcn zweier Ebenenhüscbel und ordnet man diejenigen Ebenen 
einander zii, welche sich auf Punkten der Raiun curve schneiden, so 
erhält man zwei ein - eindeutige d, i. projectivische Büschel, deren 
entsprechende Ebenen sich in den Erzeiigenden eines die Raum- 
curve und die beiden Büschelasen enthaltenden Hyperboloides 
schneiden. 

Nimmt man jedoch eine zweipunktige Secante B von B^ zur 
Axe des einen, und eine nur einpunktige Secante S zur Axe des 
anderen Büschels und läsat man wieder solche Ebenen beider Büschel 
einander entsprechen, welche sich auf der Raumcui've Äj schneiden, 
so erhält man zwei ein- zweideutige Büschel. In der That entspricht) 
einer Ebene des Büschels D nur eine einzige Ebene des Büschels S 
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weil erstere die Raomcuvve ausser in den laeidon auf 1) liegenden 
Punkten nur noch einmal schneidet. Dagegen schneidet jede Ebene 
des Büschels S die Curve ausser in dem auf S liegenden Punlite 
noch zweimal, wesehalb jeder Ebene des Büschels S ein Ebenen- 
paar des Büschels D entspricht. Es ist somit D das zweideutige 
und S das eindeutige Ebenenbüachel. Ihr Erzcugniss ist die im 
letzten Satze erwähnte Eegelfläehe dritter Ordnung, welche Z* zur 
Doppellinie und S zur einfachen Leitlinie hat. 

Durch die Gerade S lassen sich zwei Ebenen legen, welche die 
Raumcurve ifj berühren, denen also zusammenfallende Ebenen des 
Büschels ]) entsprechen. Diese beiden Ebenen sind offenbar die 
Verzweigungs ebenen des eindeutigen Büschels. Zu diesen Ebenen 
gelangt man folgendermassen. Aus dem auf S liegenden Punkte 
der Ratimcurve B^, den wir s nennen wollen, ziehen wir Strahlen 
nach allen übrigen Punkten der Curve. Die Gesammtheit dieser 
Strahlen bildet wie bekannt einen Kegel zweiten Grades. Jede 
durch S gelegte Ebene schneidet den Kegel in zwei Kanten, welche 
nach den beiden in der Ebene liegenden Punkten der Ranmciirvo 
gehen. Die beiden durch S gehenden Tangentialebenen des Kegels 
schneiden ihn in Paaren zusammenfallender Kanten und daher die 
Raumcurve in Paaren zusammenfallender Punkte. Es sind dies so- 
mit dje beiden Verzweigungs ebenen des eindeutigen Büschels. Be- 
züglich der auf F^ liegenden Raumcrirven dritter Ordnung lauten 
diese Ergebnisse folgendermassen: 

„Jede auf einer cubischen Regelflächc liegondu 
eubischo Raumcurve berührt die Cuspidalebcnen in 
Punkton der singulären Erzeugenden." 

Der aus dem auf S liegenden Punkte der Raumcurve über ihr 
constvuirte Kegel zweiten Grades berührt die beiden Verzweigi\nga- 
ebenen. 

Der letzte Satz ist ein Specialiall eines allgemeinem früher be- 
wiesenen Satzes. 

43. Unter dem Doppel Verhältnisse von vier Punkten einer Raum- 
curve dritter Ordnung versteht man bekanntlich das D oppel verhält- 
niss der vier Ebenen, welche die vier Punkte mit irgend einer 
Kweipunktigen Secante bestimmen. Da sich die Raumcurve aus 
zwei solchen Secanten durch projectivischc Ebenenbüsehel projicirt, 
so ist das Doppelverhältniss von vier Punkten unabhängig von der 
Annahme der zweipunktigen Secante. Betrachten wir nun eine auf 
der Regelfläehe F^ liegende Raumcurve R^ dritter Ordnung, so ist 
die Doppellinie D eine zweipunktige und die Leitlinie S eine cin- 
punktige Secante der Curve d. h. auf D liegen zwei Punkte d^ , rfj 
und auf S ein Punkt s von R^. Jede durch D gelegte Ebene e, 
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welche die Erzeugende E der Fläche enthält, schneidet S in einem 
Punkte e, in -welchem auch E die Linie S tvifft, und schneidet R^ 
in einem Punkte r, welcher ehenfalis anf E liegt. Es wird daher 
das Doppelverhältniss von vier Punkten (r) der Raumcurve gleich 
dem Doppelverhältniss der, vier -Punkte (e) sein, welche die vier 
durch erstere gehenden Erzeugenden der Fläche auf der einfachen 
Leitlinie S hestimmen. Die durch D und s gehende Ebene kann 
keinen weiteren Punkt der ßaumcnrve enthalten, woraus folgt, dass 
die durch s gehende Erzeugende mit der Raumcurve keinen weiteren 
Punkt gemein hat. Demnach: 

„Die Erzeugenden einer Eegelfläche dritter Ordnung 
bestimmen auf jeder in der Fläche liegenden Raumcurve 
.dritter Ordnung und auf der einfachen Leitlinie S zwei 
projeetivische (doppelverhältnissgleiche) Punktsysteme, 
in welchen sich der der Raumcurve und der Leitlinie S 
gemeinschaftliche Punkt projectivisch selbst entspricht." 
Dies führt uns umgekehrt zu einer neuen Entstehungsweise 
einer Regelfläche dritter Ordnung; nämlich: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier projectivischen Punktsysteme, von welchen sich 
eines auf einer Raitmeurve B^ dritter Ordnung und das 
andere auf einer einpunktigen Sccante S dieser Raum- 
curve befindet, vind wobei sich der gemeinschaftliche 
Punkt beider Träger selbst entspricht, erfüllen eine 
Regelfläche dritter Ordnung, für welche der Träger S 
der geraden Punktreihe die einfache Leitlinie ist," 

Um dies nachzuweisen, wollen wir mit ad , ib' zwei Paar 
projectivibitfiei Punkte auf S und R^ bezeichnen, und zwar mögen 
tfj b auf Ä, und «, b' auf S liegen. Da sieh der den Trägern S 
und R^ gememschaftlicbe Punkt s als s' selbst entspricht, so sind 
die beiden pio]Pcti vischen Systeme durch die drei Punktepaare ««', 
bb', SS, ■vollkommen bestimmt. Jedem Punkte x von ß^ wird ein 
Punkt x von 5 so zugeordnet soiti, dass (absx) = (n'b's'x') ist, und 
■wir fragen dann nach dem Orte der Geraden xx'. 

Zieht man die Geraden Ti¥, bb' , so sind dies offenbar oinpunk- 
tige Secanten der Curve R^ und es wird sieh somit durch R^ und 
ää' eine Regelfläche F^ zweiter Ordnung legen lassen. Die Schaar 
von Erzeugenden dieser Fläche, zu denen «tP gehört, wird aus ein- 
punktigen Secanten der Raumcurve bestehen, während alle Er- 
zeugenden der anderen Schaar zwoipunktige Secanten von Ry sind. 
Diese Fläche wird von hb' einmal im Punkte h getroffen und wird 
daher noch einen zweiten Punkt ß mit F^ gemein haben. 

Legt man durch diesen Punkt die beiden Erzeugenden von F^, 
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so wird eine von ilmen (i*) eiue zweipunklige Seeante von R^ sein 
und überdiess auch äW schneiden, weil sie zum System der zwei- 
punktigen Secanten gebort, während äW jenem der einpunktigen 
Secanten angehört. Nach Früherem werden abei- die Erzeugenden 
der Regelfläche F^ dritter Ordnung, für welche 1) die Doppellinie, 
S die einfache Leitlinie iet und welche H^ enthält, auf ^3 und S 
zwei projectivische Punktsysteme bestimmen, für welche aa',bb',ss' 
drei Paar entsprechender Punkte sind; daher muss umgekehrt F^ 
der Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte der auf S 
und A3 angenommenen pro jecti vischen Punktsysteme sein. 

Hiermit wäre unsere Behauptung erwiesen und zugleich ein 
Verfahren angegeben, wie man die Doppellinie einer so bestimmten 
Regelfläche ii'g finden könne. 

Durch die projectiviache Beziehung der Punkte einer auf F^ 
liegenden Raumcurve R^ zu den Punkten der einfachen Leitlinie S 
ist jedem Punkte von R^ ein Punkt von S zugeordnet und umge- 
kehrt. Zwei ai\geordncte Punkte liegen auf einer Erzeugenden der 
Regelfläche Fy Betrachtet man die Punkte d, , d^ der Raumcurve, 
welche auf der Doppellinie D liegen, so werden ihnen zwei Punkte 
d{, ä\ von S entsprechen und es werden (/,rf|', rfjrf-/ Erzeugende 
der Regelfläche sein. Die Ebene {^T>ä{) trifft R-^ ausser in ä^ und 
rfj noch in einem unendlich nahe bei d^ liegenden Punkte und ist 
somit die durch D gehende Tangentialebene der R aumc urve im 
Punkte rfj. Da sie die durch rf, gehende Erzeugende rf, rf,' von F^ 
enthält, so ist sie auch eine von den beiden Tangentialebenen der 
ßegelflächo im Punkte d^. 

Durch jeden der beiden Punkte d^^jd^, z. B. diu'ch ersteren 
geht ausser der schon betrachteten Erzeugenden d^d^ der Regel- 
fläche noch eine aweite Erzeugende, welche nothwendiger Weise 
die Raumcurve F^ in einem zweiten von d^ verschiedenen Punkte 
schneiden muss, welche also eine Seeante der Raumcurve ist. 

Wir sehen also, daes eine auf ^3 befindliche Raumcurve dritter 
Ordnung in jedem der beiden auf D liegenden Punkte eine Tangen- 
tialebene der Fläche F^ berührt, während sie [die in der zweiten 
liegende Erzeugende zur zweipunktigen Seeante hat, 

44. Schreiten wir nun zur Untersuchung der verschiedenen Fälle, 
in welchen eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Eegelflache er- 
zeugt werden kann. 

Die ebenen Curven dritter Ordn\ing entstehen als Schnitte der 
Regelfläche F^ mit Ebenen und demnach werden wir die Raum- 
curven dritter Ordnung unter den Schnitten der Regelfläche mit 
Flächen zweiter Ordnung zu suchen haben. 

Der Schnitt einer Fläche F^ zweiter Ordnung mit der Fläche F^ 
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ist im AUgeraeinen eine Curve sechster Ordnung, welche (nach 
Art. 39.) zwei Doppelpunkte auf der Doppellinie D besitzt. 

Soll diese Schnittlinie in einen Bestandtheil dritter Ordnung 
zerfallen, so ist nothwendig, daes der andere Bestandtheil ebenfalls 
dritter Ordnung sei, also abermals eine ßaumcurve dritter Ordnung 
oder eine Gerade mit einem Kegelschnitt oder drei Gerade. 

Wenden wir uns zunächst zu dem letzten Falle, wo eine Fläche 
F^ zweiten Grades drei Gerade mit der Regelfläche F^ gemein hat. 
Es lässt sich leicht einsehen, dass wenn es drei Erzeugende wären, 
sich keine zwei schneiden dürfen; denn wäre dies der Fall, so 
müsste ihr Schnittpunlit nothwendig auf D liegen und eine von den 
beiden sich schneidenden Erzeugenden müsste auch die di-itte den 
Flächen F.^ und F^ gemeinsame Erzeugende schneiden, was nicht 
angeht. 

Man kann also nur durch drei windschiefe Erzeugende einer 
Regelfläche dritter Ordnimg eine Fläche F.^ zweiten Grades legen. 
Eine solche Fläche muss aber noth wendigerweise die Doppellinie D 
und die einfache Leitlinie S enthalten, da diese zwei Geraden von 
jeder der drei Erzeugenden der F^ geschnitten werden. Hieraus 
folgt aber sofort, dass dann die Fläche F.^ mit der Fläche ^3 keine 
■weiteren Punkte gemein haben könne; denn der Gesammtschnitt, 
welcher von der sechsten Ordnung ist, besteht hier aus der doppelt 
zu zählenden Linie ß und aus vier weiteren einfachen Geraden, 
nämlich S und den drei Erzeugenden von F^, durch welche F.^ hin- 
durchgeht. Umgekehrt lässt sich leicht nachweissen, das jede durch 
die beiden Leitlinien D und S gehende Fläche F^ zweiten Grades 
drei Erzeugende mit" der Eegelfläche F^ gemeinschaftlich habe. 

Kimmt man nämlich an, dass die Fläche F^ durch D, S und 
die Gerade G (welche mit J) und S windschief ist) hindurchgehe, 
so wird sie von den sämmtlichen, die drei Linien G, S, D schneiden- 
den Geraden gebildet. Nun schneidet G die Fläche in drei Punkten, 
durch deren jeden eine~ Erzeugende von F^ geht, welche aber, da 
sie auch D und S schneidet, zugleich eine Erzeugende der Fläche F,^ 
sein wird. Wir finden demnach: 

„Jede durch die beiden Leitlinien I), S einer cubischen 
Regelfläche gehende Fläche zweiten Grades hat mit 
ersterer ausser 1) und 5" noch drei gerade Erzeugende 
gemeinschaftlich." 

Zugleich sehen wir, dass keine vier Erzeugenden von F.^ auf 
einer Fläche zweiten Grades liegen können, ohne dass F^ in eine 
solche Fläche zweiten Grades überginge. 

Von besonderem Interesse unter den Flächen zweiten Grades, 
welche mit F^ drei Erzeugende gemein haben, sind jene, welche 
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durch drei unmittelbar auf einander folgende Erzeugende hindurch- 
gehen, d.h. die Schmiegungshyperboloide der Fläche. Der vorher- 
gehende Satz auf diese angewendet lautet ; 

„Alle Schmiegungshyperboloide einer cubischcn Re- 
gelfläcbe enthalten die doppelte und die einfache Leit- 
linie der Fläche." 

Das Hyperboloid, welches sich der Regetfläche längs der Er- 
zeugenden E anschmiegt, enthält diese Erzeugende und die beiden 
unmittelbar auf sie folgenden E' , E' . Durch jeden Punkt p von E 
lässt sich eine Transversale T legen, welche E und JE' resp. in p' 
und p" schneidet. Diese Grerade T ist sonach eine durch p gehende 
Gerade, welche ausser p noch zwei zu p unendlich nahe Punkte 
mit /"j gemein hat, also die Inflexion Stangen te der Eegelfläche im 
Punkte p. Die zweite Inflexionstangente dieses Punktes ist die 
durch ihn gehende Erzeugende E. 

Offenbar ist aber T eine Erzeugende des Scbmiegungshyperbo- 
loidee von E und zwar eine zum Systeme der Geraden D, S gehörige, 
wodurch wir zu folgendem, theilweise für alle Regelilächen , wie 
bekannt, geltenden Satz gelangen; 

„Die Inflexionstangenten der Regelfläche J'3 in Punk- 
ten einer Erzeugenden erfüllen ein durch 2* und S gehen- 
des Hyperboloid, nämlich das Schmiegungshyperholoid 
der Erzeugenden." 

Wir können dem Satze auch folgende Form geben, wenn wir 
uns gegenwärtig halten, dass die Inflexionstangente eines Punktes 
der Regelfläche die Tangente des durch ihn gehenden, mit seiner 
Erzeugenden in einer Ebene liegenden Kegelschnittes der Fläche ist, 
„Die Tangenten der der Regelfläche F^ eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, deren Ebenen, durch eine Erzeu- 
gende gehen, in Punkten dieser Erzeugenden erfüllen 
ein Hyperboloid, welches D und S enthält und das 
Schmiegungshyperboloid für die betreffende Erzeugende 
darstellt." 

45. An die im vorhergehenden Artikel betrachteten Flächen 
zweiten Grades, welche mit der Eegelfläche F^ einen in Gerade 
zerfallenden Ort dritter Ordnung und einen weiteren solchen Ort 
dritter Ordnung gemein haben, schliessen sich jene Flächen F^ an, 
welche die DoppelUnie 2) und eine Erzeugende E der Regelfläche 
F^ enthalten. Der Schnitt einer solchen quadratischen Fläche wird 
aus der Doppellinie der Erzeugenden E imd einer Raumcurve R^ 
dritter Ordnung bestehen. Die beiden Punkte, welche ßj mit B 
gemein haben wird, lassen sich als zwei Doppelpunkte zweier ein- 
zweideutigen Punktsysteme auf ß darstellen. 
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Legt man nämlich durch D irgend eine Eheno, so schneidet 
diGBO F^ und F^ in je einer Erzeugenden, welche auf 1) je einen 
Punkt bestimmen. Ordnet man diese Punkte einander zu, so er- 
hält man zwei ein zweideutige Punktreihen (weil durch jeden Punkt 
von D zwei Erzeugende von F^ hindurchgeben), für welche der Schnitt- 
punkt von D und E, ein Doppelpunkt ist. Die beiden anderen 
Doppelpunkte sind die Scimittpunkte von Ä, mit D. 

Wenn die Fläche F^ zweiten Grades die einfache Leitlinie S 
und zwei {B in verschiedenen Punkten schneidende) Erzeugende E, 
Bj der RegelflSchc /'^ enthält, so wird der übrige Schnitt offenbar 
auch eine Eaumeurve ^3 dritter Ordnung sein, welcher die Doppel- 
linie D in jenen zwei Punkten begegnet, in welchen sie von den 
beiden Erzeugenden E, E^ geschnitten wird. Der Punkt der Itaura- 
curve fig, welcher auf der einfachen T.rCitlinie S liegt, lüsst sich leicht 
als einer der drei Doppelpunkte zweier auf S auftretender ein-zwei- 
. deutiger Punktreihen darstellen. Jode durch S gelegte Ebene schneidet 
nämhch F^ in einem Paare von Erzeugenden (welche auf S ein Punkte- 
paar bestimmen) und die Fläche f^ in einer Erzeugenden, welche 
auf S einen Punkt bestimmt. Wenn man nun den letzteren dem 
ersterwähnten Punktepaare zuordnet, so ergeben sich auf S zwei 
einzweideutige Punktreihen, für welche die durch E und Ei auf S 
bestimmton Punkte zwei Doppelpunkte sind. Der dritte Doppel- 
punkt ist dann der auf S liegende Punkt der Raumcurve fij. 

Schliesslich kann der Schnitt der Eegelfläche F^ mit einer Fläche 
zweiten Grades in eine Eaumeurve dritter Ordnung, einen Kegel- 
schnitt und eine Erzeugende, oder in zwei Raumcurven dritter 
Ordnung zerfallen. 

Was den letzten Fall betrifft, so kann er auch folgend er massen 
in Form eines Satzes ausgesprochen werden: 

„Legt man durch eine avif F^ befindliche Eaumeurve 
jßg dritter Ordnung eine Eegelfläche zweiten Grades, so 
schneidet diese die Eegelfläche dritten Grades in einer 
zweiten Eaumeurve B^' dritter Ordnung, welche auf D 
dieselben zwei Punkte wie B.^ bestimmt." 

Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass der Gesammt- 
schnitt auf J) zwei Doppelpunkte besitzen müsse. 

46. Bekanntlich kann man durch jede Eaumeurve dritter Ordnung 
und eine einpunktlge Secante derselben immer eine Fläche zweiten 
Grades legen. 

Liegt auf F^ die cubische Eaumeurve Ä;,, so ist jede Erzeugende 
der Fläche eine einpunktige Secante der Eaumeurve, und folglich 
wird man durch ^3 und eine solche Erzeugende E eine Fläche 
zweiten Grades hindurchlegen können. Dann folgt aber sofort, dass 
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die Doppellinie 1) dieser Fläche angehören müsse, weil sie mit ihr 
drei Punltte gemeinschaftlich hat; nämlich die beiden Schnittpunkte 
von B mit R^ und den Schnittpnnkt von B mit E. Eine solche durch 
Äj gelegte Fläche zweiten Grades wird daher ausser dieser Curvo, 
der Doppellinie D und der Erzeugenden ]L keinen \Yeitcren Schnitt 
mit F^ gemein haben können. 

Auch die einfache LeitKnie S der Regelfläche F^ ist eine ein- 
punktige Secante jeder auf F-^ liegenden Raumcurve R^. Man wird 
daher dnrch eine solche Cnrve nnd die Leitlinie S eine Fläche F^ 
legen können, welche ausser R^ undS noch einen Ort zweiter Ordnung 
mit Fj gemein haben iftuss. Nun lässt sieh leicht zeigen, dass dies 
ein Paar Erzeugender der Fläche F^ sein müsse. Nach Art. 43 ist 
eine von den, durch jeden der beiden auf B liegenden Punkte der 
Curve -ßy gehenden Erzeugenden E.^, E^ der Regelfläche eine zwei- 
punktige Secante der Curve und folglich wird eine solche Erzeu- 
gende mit der betrachteten Fläche F^ drei Punkte gemein haben; 
nämlich erstlich die beiden auf A3 liegenden Punkte und dann noch 
jenen, in welchem diese Erzeugende die einfache Leitlinie S trifft. 
Es werden sonaeh die beiden Erzeugenden von F^, welche zwei- 
punktlge Secanten von R^ sind , der durch R^ und S gelegten F^ 
angehören und mit R^, und S den vollständigen Durchschnitt beider 
Flächen darstellen. Durch eine Raumcurve dritter Ordnung und 
eine zweipunktige Secante derselben kann man unendlich viele 
Flächen zweiter Ordnung legen, welche ein Büschel bilden. Durch 
die Raumcurve und je zwei ihrer zweipunktigen Secanten geht nur 
eine Fläche zweiter Ordnung, Unsere auf 7^^ liegende Raumcurve A3 
besitzt drei zweipunktige Secanten, welche auch der Fläche ^3 ange- 
hören. Es ist dies erstlich die Doppellinie D und die beiden Er- 
zeugenden E^,E^, 

Mit jeder dieser Secanten bestimmt R^ ein Flächenbüschel zweiter 
Ordnung und mit je zweien von ihnen eine Fläche zweiter Ordnung. 
Jede Fläche des Fläehenbüschels (R.f, B) wird mit F^f eine Gerade, 
also eine Erzeugende geraein haben und umgekehrt geht durch jede 
Erzeugende der Fläche F^ eine Fläche des Büschels; denn wenn 
eine Fiäohe des Büschels durch den Punkt p von F^ hindurchgeht, 
so enthält sie die durch p gehende Erzeugende P von F^, da P mit 
. der Fläche des Büschels die drei Punkte p, {PD) und {PR^ ge- 
mein hat. 

Jede Fläche des Büschels (flg E^ hat mit ^3 noch einen Kegel- 
schnitt C2 gemeinschaftlich. Sind r und r' die auf B liegenden Punkte 
von R.^, so muss der Gesammtschnitt in diesen Punkten Doppel- 
punkte besitzen. Da nun R^ und E^ durch r einfach hindurchgehen 
und R^ auch / enthält, so muss G^ durch r Idndurcbgehen und da 
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R^ in r die Ebene {DE{) berührt, so muss C^ in r die Ebene {D E2') 
berühren und folglich muss die Ebene von C^ durch E^' hindurch- 
gehen. 

Umgekehrt lässt eich leicht zeigen, dass die Fläche des Büschels 
(E^R^), welche durch den beliebigen Punkt p von ^3 hindurchgeht, 
den in der Ebene {p £,') liegenden Kegelschnitt Cj mit F^ geraein 
hat. Der Kegelschnitt C^ geht nämlich durch p , r' und durch die 
zwei ausser r' auftretenden Schnittpunkte von R-^ mit der Ebene 
{p E{) , so wie EchlieBslich durch den Schnitt dieser Ebene mit der 
Erzeugenden E^. Er besitzt daher fünf gemeinsame Punkte mit der 
durch p gehenden Fläche des Büschels und liegt somit ganz in dieser 
Fläche, 

Ganz Aehnliehes gilt für das Ebonenbüschel {E^' R3). Die Flächen 
desselben bestimmen mit F.^ Kegelschnitte, deren Ebenen durch E^ 
hindurchgehen. 

Wenn man also durch eine auf F.^ liegende Rauracurve R^ eine 
ßegelriache zweiter Ordnung legt, welche keine der auf F^ liegen- 
den Geraden enthält, so wird sie F^ ausser in R^ noch in einer 
zweiten solchen Curve R^' schneiden, von welcher wir schon früher 
gesagt haben, dass sie der ersteren in zwei Punkten der Doppel- 
linie B begegnet. Jede der beiden Curven R^, R^ berührt in einem 
solchen Punkte auf D eine der beiden in diesem Punkte die i^j be- 
rührende Ebene und besitzt die durch den Punkt gehende in dieser 
B er ührungs ebene nicht liegende Erzeugende der ßegelfläche zur 
zwei punktigen Seeante. 

47. Eine auf der Eegelfläche F^ befindliche Raumcurve vierter 
Ordnung kann von der ersten oder der zweiten Art sein. Wir wollen 
diese Raumcurve dadurch näher unterscheiden , dass wir eine von 
der ersten Art mit i?^' und eine von der zweiten Art mit R^^ be- 
zeichnen. 

Beide Curvenarten unterscheiden sich, wie bekannt, durch wesent- 
liche Merkmale. 

Während sich durch eiue Curve .R4* der ersten Art unendlich 
viele Flächen zweiten Grades legen lassen (ein Flächenbüschel bil- 
dend), kann man durch eine Curve R^ der zweiten Art immer nur 
eine einzige Fläche zweiten Grades legen. 

Eine Curve Ä,' besitzt keine dreipunktige Seeante') d. h. es 
gibt keine Gerade, welche mit R^^ drei Punkte gemein hätte; da- 
gegen besitzt eine Curve ^4^ unendlich viele solcher dreipunktiger 
Secanten, welche die eine Schaar von Erzeugenden der durch die 
Curve gehenden Fläche zweiten Grades bilden. 



') Gewölinlich „Linie durci drei Piuiite" 
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Durch jeden Punkt des Raumes gehen zwei zweipunktige Secanten 
einer Curve Ä^' erster Art, dagegen drei solche einer Curve Mj^ 
zweiter Art. 

Diese Eigenschaften sind wohl die wesentlichsten, welche die 
beiden Curvenarten kennzeichnen und von einander unterscheiden. 
Aus Artikel 41 folgt sofort, dass die Doppellinie 3 für jede auf 
der Regelfläche F^ liegende Raumcurvo vierter Ordnung mindestens 
eine zweipunktige Secante sein müsse. Natürlich kann B höchstens 
eine dreipunktige Secante einer solchen Curve sein. 

Ist ß für eine auf F.^ liegende Curve vierter Ordnung eine zwei- 
punktige Secante, so können zwei Fälle eintreten; entweder sind 
die beiden auf ß liegenden Punkte der Curve verschieden oder aber 
die Curve hat auf ß einen Doppelpunkt. Aehnliches kann auch 
dann eintreten, wenn ß eine dreipunktige Secante der Curve ist. 
In diesem Falle können nämlich entweder die drei auf ß liegenden 
Punkte sämmtlich verschieden sein , oder aber die Curve besitzt auf 
D einen Doppelpunkt und einen einfachen Punkt. 

Da sich durch jede Curve vierter Ordnung wenigstens eine Fläche 
zweiten Grades legen lässt und diese dann mit F-j ausser der Curve 
M^ noch einen Ort zweiter Ordnung gemein haben muss, so werden 
wir die einzelnen auf F^ liegenden Curven vierter Ordnung erhalten, 
wenn wir durch, auf F^ liegende Oerter zweiter Ordnung Flachen 
zweiten Grades hindurchlegen. Die auf -^'3 liegenden Oerter zweiten 
Grades können repräsentirt werden durch; «) einen Kegelscimitt C\, 
h) zwei windschiefe liirzeugende EjE" der Regelfläche, c) zwei sich 
in einem Punkte von B schneidende Erzeugende, (/) durch eine Er- 
zeugende und die einfache Leitlinie S und endlich e) durch die 
Doppellinie ß der Regelfläche. 

Wenn man sich den Satz vor Augen hält, dass der vollständige 
Durchschnitt der Regelfläche ^"3 mit einer Fläche aweiten Grades 
im Allgemeinen eine Curve sechster Ordnung Ist, welche die Schnitt- 
punkte der Doppellinie ß mit der Fläche zweiten Grades zu Doppel- 
punkten hat, so kann man die oben aufgezählten Fälle leicht er- 
ledigen, a) Die Fläche F^ enthält einen Kegelschnitt C^ der Regel- 
fläche F^. Der Kegelschnitt C^ schneidet die Doppellinie ß in einem 
Punkte ä^, und die Fläche F.^ trifft ß in demselben und noch in 
einem zweiten Punkte rf^. Hieraus folgt, dass der übrige Schnitt 
von F^ mit F,^ eine Curve vierter Ordnung sei, welche in d^ einen 
Doppelpunkt und in d, einen einfachen Punkt besitzt. 

Für diese Curve R^ ist also so zu sagen die Doppellinie B eine 
dreipunktige Secante. Das Auftreten eines Doppelpunktes jedoch 
gestattet, durch diese Curve trotzdem unendlich viele Flächen zweiten 
Grades zu legen. Der Kegelschnitt C,, welcher ß in d^ trifft, wird 
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in seiner Ebene eine der beiden durch diesen Punkt gehenden Er- 
zeugenden enthalten, welche wir £, nennen wollen. Die Cnrve R^ 
wird nach dem , was wii- über die Schnitte der Eegeliiäche im Allge- 
meinen gesagt haben, die durch £^ und i> gehende Ebene in d, be- 
rühren, Projicirt man also die Curve Ä^ aus ihrem Doppelpunkte 
rfj, so erhält man offenbar einen Kegel zweiten Grades, da jede 
durch d^ gehende Ebene nur mehr zwei Punkte der Raumcurve 
enthält. Da dieser Kegel die Doppellinie als Kante enthält (weil 
aufi> der Punkt d, von Ä^ liegt), so wird er mit F^ keine weiteren 
Punkte gemein haben. Ueberdiess folgt aus dem oben Gesagten, 
dasa dieser Kegel die Ebene (B E^) in der DoppelÜiiie 2) berühre, 
weil diese Ebene von der Leitlinie ß^ in rf^ berührt wird und durch 
den Kegelscheitel ä^ hindurchgeht. 

Legt man nun durch einen zweiten Kegelschnitt C^', welcher 
mit £i in der nämlichen Ebene liegt, durch den Doppelpunkt rfj 
der Curve ^4 und durch drei weitere beliebig auf ihr gewählte Punkte 
eine zweite Fläche F^' aweiten Grades, so lässt sich leicht zeigen, 
dass diese die Curve M^ enthalten müsse. Bezeichnen wir für den 
Augenblick den Schnitt von F2 und F^ mit Ä,' und projiciren wir 
denselben ebenfalls aus d^ durch einen Kegel zweiten Grades, so 
wird dieser erstlich I> als Kante und gleichfalls die Ebene {B E^ 
als Tangentenebene besitzen, femer wird er mit dem Kegel, in dem 
sich R^ projicirt, die drei Kanten gemein haben, welche nach den 
drei auf R^ beliebig gewählten Punkten gehen. Beide Kegel sind 
sonach identisch und folglich auch die Curven R^ und R^, wie be- 
hauptet wurde. 

Die einzelnen durch die Curven Ä, gelegten Flächen zweiten 
Grades werden somit die Eegeliiäche F^m den, Kegelschnitten schnei- 
den, welche in den Ebenen des Ebenenbilsehels E^ liegen. 

Jede Erzeugende der Eegelfläche ^3 schneidet die durch R^ gehende 
J'j in zwei Punkten, von denen der eine auf dem Kegelschnitte liegt, 
welchen F^ und F^ gemeinsam haben, und der zweite befindet sich 
auf A4. Man findet also, dass die Erzeugenden der Regelfläche ein- 
punktige Seeanten der Curve R^ sind. 

Gleichzeitig ergibt sich, dass eine Curve R^ der hetrachteten 
Art bestimmt ist, wenn man ihren Doppelpunkt (?,, den auf D lie- 
genden Punkt d^ und drei weitere Punkte der Curve kennt. Und 
zwar lassen sieh durch diese Punkte zwei Curven R^ legen, von 
denen je eine, eine der Tangentialebenen des Punktes d^ berührt, 
h) Die Fläche F.^ enthält zwei windschiefe Gerade E^ , E^ der 
Eegelfläche dritter Ordnung, Jede der Erzeugenden £,, E{ hat einen 
auf D liegenden Punkt rfj, d,', woraus nach Früherem folgt, dasa 
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die Schnittcui'vc Jl^ von F^ und F^ diese Punkte zu einfachen Punk- 
ten besitzt und folglich die Doppellinie B eine zweipunktige Secante 
von R^ ist. Durch die beiden Punkte d„ ö,' gehen nur noch zwei 
Erzeugende £,, S^' resp. der Eegelfläche F^. Die Ebenen {D E.^, 
(]) E2') v/eicäen dann in den Punkten rfj, ä,' von der Curve ß, 
berührt, 

Dass Jt^ eine Curve vierter Ordnung zweiter Art ist, folgt un- 
mittelbar daraus, dass jede mit E, und E^ zu demselben Systeme 
gehörige Erzeugende von -P^ die Fläche F-^ in drei, der Curve R^ 
' angehörigen Punkten schneidet. Die Erzeugenden dieses Systemes 
sind also wirklich dreipnnktlge Secantcn von Ä, und folglich ist 
diese eine R_^^. 

Ebenso zeigt man, dass die Erzeugende E^ , E^ dreipunktigc 
Secanten der Curven seien. Es möge der Beweis für eine von ihnen 
z.B. für El durchgeführt werden, da er ungeändert auch für die 
zweite gilt.' 

Jede durch E^ gehende Ebene et berührt F^ in einem Punkte a 
und F^ in einem Punkte a, welche zwei Piinkte mittelst der Ebene 
K projectivisch auf einander bezogen sind. Die Ebene « schneidet 
F^ in einem durch a gehenden Kegelschnitte C^ und F.^ in einer 
durch a' gehenden Geraden G. Der Punkt, in welchem a die Er- 
zeugende E.^ trifft, wird selbstverständlich ein gemeinschaftlicher 
Punkt von C^ und G sein, während der zweite Schnittpunkt dieser 
zwei Linien unserer Curve R^ angehört. Es wird nun zweimal ge- 
schehen, dass ein Punkt a mit seinem projectivisch entsprechenden 
Punkte a zusammenfällt; dann wird aber der der Curve B^ ange- 
hörige Schnittpunkt von G und C^ auf E^ fallen. Da nun i", über- 
diess den auf D liegenden Punkt rf, mit ^4^ gemeinschaftlich hat, so ist 
nachgewiesen, dass E^ wirklich eine dreipunktige Secante von ^4^ ist. 
Dasselbe gilt von E^. Während also alle Erzeugenden von F^ zwei- 
punktige Secanten von ^4^ sind, bilden £, und E^ eine Ausnahme 
und sind dreipunktige Secanten. 

Die sämmtlichen mit Ä, und E^ zu demselben Systeme gehörigen 
Erzeugenden von i^^ ^i"-*^ auch dreipunktige Secanten von R^. Die 
einfache Leitlinie S hat keinen Punkt mit ^4^ gemein. 

c) Die Fläche F^ geht durch die beiden sich im Punkte d von 
D schneidenden Erzeugenden E^, E.^ d. h, sie berührt im Punkte 4 die 
Ebene {E^, E^. 

Wenn F^ kein Kegel ist, so wird sie D in einem weiteren Punkte 
rf, schneiden, welcher nach Früherem ein Doppelpunkt der Curve R^ 
sein muss. Wir haben also einen ähnlichen Fall vor uns, wie in («), 
weicher sich nur dadurch unterscheidet, dass hier die Raumcurve R^ 
ausser rf, keinen weiteren Punkt mit der Doppellinie I) gemein hat. 
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Die Erzeugenden von F^ sind zwcipunktige Secanten von R^ und nur 
die beiden durch ö, gehenden Erzeugenden schneiden sie ausser in 
(dem doppelt zu zählenden) d^ noch einmal. Die einfache Leitlinie 
S hat mit Äj keinen Punkt gemeinschaftlich. 

Ist F.^ eine KegelHäche, so ändert diese am Ganzen nichts, nur 
dass der Punkt ä^ mit d zusammenfallt, 

d) Die Fläche F^ enthält eine Erzeugende E^ und die einiache 
Leitlinie S der Eegelfläche F.^. 

Wenn d der auf D liegende Punkt von E^ ist, so wird er ein 
einfacher Punkt von R^ sein, während der ausser d auftretende Schnitt- 
punkt (?| von B mit F^ ein Doppolpunkt von R^ sein muss. E^ und 
S sind in diesem ^alle zweipunktige Socanton der Schnittcurve Ä^, 
während die übrigen Erzeugenden einpunktige Secanten sind. 

e) Endlich ist der Fall zu betrachten, in welchem F^ die Dop- 
pellinie allein enthält. 

Wieder ist klar, dass der auftretende Schnitt R^ eine Curve der 
aweiten Art sein müsse, da auf jeder mit B au demselben Systeme 
gehörigen Erzeugenden drei Punkte von ^| liegen, nämlich die drei 
Schnittpunkte der Erzeugenden mit F^. Die Doppellinie D ist auch 
eine dreipunktige Seeante, deren drei Schnittpunkte mit li^ man fol- 
gen denn aseen bestimmen kann. 

Jede durch B gehende Ebene schneidet jF^ ^^^ ^:i '^'^ .1'^ einer 
Geraden, welche Gerade auf B ein Punktepaar bestimmen. Ordnet 
man die Punkte dieses Paares einander zu , so erhält man , weil 
durch jeden Punkt von B zwei Erzeugende von F^ und eine von F^ 
hindurchgehen, zwei ein-zwei-deutige Punktreihen auf B, deren drei 
Doppelpunkte die Schnittpunkte von B mit R^ sind. 

Für diese Raumcurve sind die Eraeugenden der Regelflächc ein- 
punktige Secanten, während S eine zweipunktige ist. 

48, Eb ist bemerk ens wer th , dass man umgekehrt eine Raum- 
curve fij' vierter Ordnung zweiter Art zur Construction einer Regel- 
fläehe J", dritter Ordnung auf unendlich viele Arten verwenden kann. 
Nimmt man nämlich eine dreipunktige und eine zweipunktige 
Seeante resp. B; S zu Axen zweier Ebenenbüschel, und lässt man 
zwei Ebenen , welche sich in einem Punkte von R^'' schneiden, 
einander entsprechen, so erhält man offenbar zwei ein-zwei-deutige 
Ebenenbüschel, deren Eraeugniss eine durch Ä,^ gehende Regelfläche 
F^ dritter Ordnung sein wird, welche B zur Doppellinie und S zur 
einfachen Leitlinie besitzt. Wir können demnach sagen ; 

,, Bewegt sich eine Gerade so, dass sie fortwährend 
eine Raumcurve R^'- vierter Ordnung zweiter Art, ferner 
eine ihrer dreipunktigen und eine zweipunktige Seeante 
schneidet, so beschreibt sie eine Regelfläche F^ dritter 
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Ordnung, für welche die dreipunktige Secante die Dop- 
pellinie und die zweipunktige Secante die einfache Leit- 
linie ist." 

49. Aus den Betrachtungen des vor vorhergehen den Artikels er- 
gibt sich, daes eine eigentliche Curve vierter Ordnung erster Art 
auf der Fläche F^ nicht liegen könne. Denn in der That haben 
wir erkannt, dase eine Curve vierter Ordnung, welche auf der Regel- 
fläche F^ liegt und durch welche sieh ein Flächenbüschel zweiter Ord- 
nung legen lässt,, nothwendigerweise einen Doppelpunkt auf der 
Doppollinie besitzen müsse. 

Wir wollen nun untersuchen, durch wieviel Punkte eine von 
den bisher betrachteten Curven der Fläche F^ bestimmt sei. 

Da durch jeden Punkt der Fläche F^, falls er nicht auf der 
Doppellinie oder der einfachen Leitlinie liegt, eine einzige Erzeu- 
gende der Fläche hindurchgeht und die Erzeugenden die einzigen 
auf der Fläche liegenden Linien erster Ordnung sind (hierbei schlies- 
sen wir die Doppellinie B und die einfache Leitlinie S aus), so können 
wir sagen: 

„Durch jeden Punkt der Fläche f., geht eine einzige auf 

derFläche liegende Ger ade — dicEr zeugende — hindurch," 

Durch jeden Punkt der einfachen Leitlinie geht ausser dieser 

eine einzige Erzeugende der Fläche und dtirch jeden Punkt der 

Doppellinie gehen ausser dieser zwei Erzeugende hindurch. 

Schreiten wir zu den auf F^ liegenden Kegelschnitten. Die 
Ebene eines solchen Kegelschnittes ist eine Tangentialebene der 
Fläche und berührt dieselbe in dem Schnittpunkte des Kegelschnittes 
mit der in seiner Ebene liegenden Erzeugenden der Fläche. 

Durch jeden Punkt a der Fläche, welcher nicht auf B oder S 
liegt, gehen iincndlich viele Kegelschnitte hindurch, deren Ebenen 
einen Kegel ^^ zweiten Grades umhüllen, nämlich den der Fläche 
aus dem Punkte a umschriebenen Kegel. 

Durch je zwei Punkte rt, b der Fläche lässt sich ein einziger 
Kegelschnitt legen j es ist nämlich jener, welcher in der Ebene liegt, 
die durch die Gerade ab und jene Erzeugende der Fläche hindurch- 
gelegt werden kann, welche durch den dritten Schnittpunkt von ab 
hindurchgeht. 

Man kann also die sämmtlichen durch einen Punkt a gehenden 
Kegelschnitte als ein „Kegelschnittsbüschel" bezeichnen und 
a als den Scheitel des Büschels betrachten. 

Durch jeden Punkt der Fläche geht ein Kegelschnitt des Bü- 
schels; unter den Kegelschnitten befindet sich ein Grenzfall, welcher 
von der durch den Btischelscheitel gehenden Erzeugenden und der 
einfachen Leitlinie S der Fläche dargestellt wird. 
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Unter dem Doppelverhältniss von vier Kegel scLnitten des Bli- 
sehels kann man das Doppelverhältniss ihrer vier Tangenten im 
Scheitel verstehen. 

„Das Doppelverhältniss von vier Kegelschnitten 
eines Büschels ist gleich dem Doppelverhältniss der vier 
Ebenen der Curven." 

Sei t der als Scheitel des Büschels auftretende Punkt der Re- 
gelflache F^ und A^, B^, C2, D-i seien vier durch t gehende Kegel- 
schnitte, ferner a,^,y,S deren Ebenen und Q die Tangentialebene 
der ßegelfläche im Scheitel (. Die vier Tangenten der Kegelschnitte 
im Punkte % seien A^, B^, C^, D{. 

Die fünf Ebenen a,ß,y,S,Q berühren nach Frviherem den der 
Fläche f 3 aus dem Punkte t umschriebenen Kegel, welcher von dci- 
zweiten Ordnung ist. Hieraus folgt nach bekannten Prineipien 
sofort: 

also auch: 

iAiB^C^/).,) = {cc,ß,y,ä) w. z. b. w. 
„Die Kegelschnitte eines Büschels l bestimmen auf 
jeder Erzeugenden eine dem Büschel projectivische 
Punktreihe." 

Seien ^2,^2, Gjfüj vier Kegelschnitte des Büschels (; a,b,c,ä ihre 
vier Schnittpunkte mit irgend einer Erzeugenden E der Fläche '). Da 
die Ebene K,ß,Y,d der vier Kegelschnitte Tangentialebenen des aus t 
der Fläche umschriebenen Kegels zweiter Ordnung sind, und E die- 
sen Kegel ebenfalls berührt, so folgt unmittelbar; 

{a,p, c, d) = («, ß, y, S) = {A^, B^, C^, O5) w. z. b. w. 
„Die Kegelschnitte eines Büschels t bestimmen auf 
zwei Erzeugenden der Fläche zwei projectivische Punkt- 
reihen." 

Diese folgt i\nmitte!bar aus dem Vorhergehenden, da jede der 
beiden so entstehenden Punktreihen projectivisch ist mit dem er- 
wähnten Kegelschnittsbüschel. 

Die Kegelschnitte eines Büschels und die in ihren 
Ebenen liegenden Erzeugenden der Fläche bilden zwei 
projectivische Systeme." 

Wenn A^', B^', C^', D^' die Erzeugenden der Regelfläche sind, 
welche in den Ebenen a, ß, y, 8 der viei- Kegelschnitte A^, B^ C^, D^ 

'} Währencl zwei auf F^ liegende Gerade im Allgemeinen keinen Punlit ge- 
mein haben, schneiden eich awei Kegelschnitte der Fläche im Allgemeinen nur 
in einem Punkte und elienso hat eiae Erzeugende mit einem Kegekehnitto im 
Allgemeinen mir einen Punkt gemein. 
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des Büsshels ( liegen, so ist unter dem Doppelverliältniss der vior 
Erzeugenden dasjenige der vier Schnittpunkte »{' ,hi' > c^' , d^' der- 
selben mit der einfachen Leitlinie S zu verstehen. Nun ist aber S 
eine Tangente des der Fläche F^ aus t umschriebenen Kegels zwei- 
ter Ordnung und d', b", c", d" sind ihre Schnittpunkte mit den Ebenen 
a,ßfYfS dessGlben Kegels, folglich ist wirklich: 
{A^", B^', C^", P2") = «'^ h", c{, rfj") = (a, ß, y, S) = {A^, £„ C.., D^) 
w. z. b. w. 
„Lässtraan sich also diejenigen Kegelschnitte zweier 
Büsi^heli,/| entsprechen, derenEbenendieselbeErzcugcnde 
enthalten, so sind die beiden Büschel in projectivischer 
Beziehung. Der beiden Büscheln gemeinschaftliche Ke- 
gelschnitt entspricht sich dabei selbst," 

Man könnte diese projectivische Beziehung der beiden Büschel 
als einen speciellen, der perspectivischen Beziehung ebener Strahlen- 
bÜBchel analogen Fall bezeichneai. 

50. Projicirt man eine auf der Regellläche liegende Raumcurve 
dritter Ordnung R^ aus einem Punkte der Doppellinie D, so ergibt 
sich ein Kegel dritter Ordnung, für welchen D eiue Doppelkante ist, 
weil diese Linie die durch gehende zweipunktige Secante der 
Raumcurre R^ darstellt. Der Kegel wird auch die beiden durch 
gehenden Erzeugenden 0,,0; der Regelfläcbe als einfache Kanten ent- 
halten und wird daher ausser R^, D und 0^, 0^ keinen weiteren 
Schnitt mit der Regelfläche liefern. Denn D gilt für einen Bestand- 
theil vierter Ordnung und dqr ganze Schnitt muss von der neun- 
ten Ordnung sein. 

Diess gilt für jede Lage des Punktes auf der Doppellinie TJ, 
und da ein Kegel dritter Ordnung mit einer Doppelkante bestimmt 
ist, falls man diese und sechs weitere Kanten kennt, so schliessen 
wir; 

„Eine auf der Regelflächo F.^ liegende Raumciirve 
dritter Ordnung ist bestimmt, sobald man vier von ihren 
Punkten kennt." 

Denn verbindet man diese vier Punkte mit einem beliebigen 
Punkte der Doppellinie, so erhält man vier Kanten des über der 
Gurve stehenden Kegels, für welchen die Doppellinie i> eine Doppei- 
kante ist und welchem auch die beiden in sich schneidenden Er- 
zeugenden der Regelfläche angehören. Hierdurch ist der Kegel und 
durch ihn ai\ch die Raumeurve bestimmt. 

Der Satz und die Bestimmungsart der Curve bleibt auch dann 
giltig, wenn einer oder zwei von den gegebenen vier Punkten auf 
die Doppellinie fallen. Im ersten Falle erhält man für den ver- 
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wendeten Kegel fünf Kanten und eine Tangen tiaicbcne der Doppel- 
kante D, und im zweiten Falle vier Kanten und beide Tangential- 
ebenen der Doppelkante. 

Da eine auf F.^ liegende Raumcurve dritter Ordnung durch vier 
Punkte bestimmt ist, so stellt die Gesammtheit der durch drei Punkte 
gehenden Raumcurven dieser Art ein Curvenbüschel auf der Fläche 
dar, dessen drei Grundpunkte die drei festen Punkte sind. Durch 
ein solches Curvenb lisch el werden die Erzeugenden der Rcgclfläche 
projectivisch auf einander bezogen. Unter den Curven eines solchen 
Büschels sind drei Grenzfälle enthalten; jeder von ihnen wird dar- 
gestellt durch den durch zwei Grundpunkte gehenden Kegelschnitt 
in Gemeinschaft mit der durch den dritten Grundpunkt gehenden 
Erzeugenden der Begelfläche. 

Aus dem Vorhergehenden folgt weiter: 

„Zwei auf der Regelfläche F^ Hegende Raumcurvcn 
dritter Ordnung schneiden sich in drei Punkten." 

Da ein Kegelschnitt in Verbindung mit einer Erzeugenden auch 
eine Curve dritter Ordnung reaprHsentirt, und da die Erzeugenden 
einpunktige Seeanten der auf ^3 liegenden Eaumcurven sind, so folgt : 
„Eine auf der Regelfläche F.^ liegende Raumcurvc 
dritter Ordnung begegnet einem auf der Fläche Hegenden 
Kegelschnitt im Allgemeinen in zwei Punkten," 

Neben den auf F.^ befindlichen Raumcurven dritter Ordnung sind 
auch die ebenen Curven dritter Ordnung d. h. die ebenen Schnitte der 
Fläche zu erwähnen, < 

Da eine Ebene durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt: 
„Eine auf der Regelfläche F^ liegende ebene Curve 
dritter Ordnung ist durch drei ihrer Punkte bestimmt." 
Es gibt also unter den Curven eines Büscheis von Raumcurven 
dritter Ordnung auch eine ebene Curve dritter Ordnung. Die sämmt- 
lichen durch zwei Punkte gehenden ebenen Curven dritter Ordnung 
bilden ein Büschel solcher Curven, und alle geben noch durch einen 
dritten festen Punkt, nämlich durch den Schnittpunkt der Fläche 
mit der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. Ein solches 
Curvenbüschel ist demnach der Schnitt der RegeMäche mit einem 
Ebenenbüschel; die drei Schnittpunkte der Büschelaxe mit der Re- 
gelfläche sind dann die drei Scheitel des Curvenbüschels. Auch ist 
klar, dass wenn die drei Scheitel eines Büschels von Raiimcurven 
dritter Ordnung auf einer Geraden liegen, das Büschel nur ebene 
Curven enthalten könne. 

Auch zwei ebene auf F^ liegende Curven dritter Ordnung schnei- 
den sich in drei Punkten. 

Von Curven vierter Ordnung haben wir zwei Hauptarten kennen 
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gelernt, welche eich auf der KegelfläcLe vorfinden können. Als Cur- 
ven der einen Art bezeichnen wir solche, für welche die Doppcl- 
linie ]} eine dreipxmktige Secante ist, und als Curven der andern 
Art bezeichnen wir jene, iiir welche D eine zweipunktige Secante 
ist. Die Curven der ersten Art können wieder in solche getheilt 
werden, für welche die drei auf D liegenden Punkte sänimtlich von 
einander verschieden sind, und in solcho, weiche auf J) einen Dop- 
pelpunkt und einen einfachen Punkt besitzen. Ebenso können die 
Curven zweiter Art entweder solche sein, für welche die beiden auf 
D liegenden Punkte von einander verschieden sind oder solche^ 
welche auf I> einen Doppelpunkt besitzen. 

Gehen wir vorerst zu den Curven vierter Ordnung über, für 
welche D eine dreipunktige Secante ist. Projicirt man eine solche 
Curve R^ aus einem beliebigen auf I) liegenden Punkte o durch einen 
Kegel X^, so ist für diesen die Doppellinio D eine dreifache Kante. 
Wenn d, , d^, d^ die drei auf D liegenden Punkte von B^ sind, 
so sind die drei Tangentialebenen des Kegels K^ in der dreifachen 
Kante ß zugleich Tangentialebenen der Kegelfläche in den drei 
Punkten di,d^,d^. Die durch o gehenden zwei Erzeugenden 0,, 0^ 
der Fläche ^3 sind einfache Erzeugende des Kegels A'.i, da alle Er- 
zeugenden der Regelfläche einpunktige Secanten der Curve B^ sind. 
Der Gesammtschnitt des Kegels X^ mit der Fläche F^ ist von der 
zwölften Ordnung. Da nun P in denselben als Linie sechster Ord- 
nung und die beiden Erzeugenden 0,, Oj als Linien erster Ordnung 
eintreten, so finden wir, dass Ä'j mit ^3 ausser M^ keinen weiteren 
Schnitt gemeinsam haben könne. Umgekehrt schneidet jeder Ke- 
gel K^ vierter Ordnung, für welchen die Doppellinie D eine dreifache 
Kante ist und welcher auch die beiden durch seinen Scheitel gehen- 
den Erzeugenden 0,, 0^ der Fläche enthält, diesellje in einer Curve 
Äj vierter Ordnung, für welche B eine dreipunktige Secante ist. 
Dass der Schnitt R^ von der vierten Ordnung sein müsse, folgt so- 
fort daraus, dass der Gesammtschnitt von F^ und X^ von der zwölften 
Ordnung ist und dass in ihn die Linien i>, 0,, Oj als Bestandtheil 
achter Ordnung eingehen. Dass aber B eine dreipunktige Secante 
von R^ sein müsse, ergibt sich durch folgende Betrachtung. Jede 
durch ß gehende Ebene schneidet F^ in einer Erzeugenden und ^^ 
in einer Kante; diese beiden Linien bestimmen auf B zwei Punkte 
und schneiden sich in einem Punkte von B^. Lässt man einander 
die ersten zwei Punkte auf B entsprechen, so erhält man auf der 
Doppellinie zwei ein- zwei- deutige Punliti'eihen (weil durch jeden Punkt 
von B zwei Erzeugende von F^ hindurchgehen), deren drei Doppel- 
punkte offenbar drei Punkte von R^ sein werden, wodurch die ge- 
gemachte Behauptung nachgewiesen ist. 
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Ein Kegel vierter Ordnung mit einer dreifachen Kante ist "be- 
etiinmt, sobald man diese und acht weitere einfache Kanten kennt. 
Hieraus folgt sofort: 

„Eine auf der llegelfläcbe F^ Hegende Raumciirve ß^ 
vierter Ordnung, für weiche die Doppellinie 2* eine drei- 
punktigo Secante ist, ist durch sechs ihrer Punkte be- 
stimmt." 

Denn diese sechs Punkte liefern sechs Kanten für den Kegel, 
in welchem sich die Curve aus einem beliebigen Punkte o der Doppel- 
linie ß projicirt; da zii dieser noch die beiden durch a gehenden 
Erzeugenden der Regelfläche hinzukommonj so ist der Kegel und 
daher auch die Curve Jt^ bestimmt. Die Tangentenebenen des Kegels 
in der dreifachen Linie J) berühren auch die Regelfläche und zwar 
in drei Funkten ä^td^jd^, durch welche die Curve M^ hindurchgeht. 
Wenn also von diesen drei Tangentialebenen zwei die Regel- 
fläche F^ in einem und deraeelben Punkte dj^ 'von D berühren, so 
wird dieser Punkt d,^ ein Doppelpunkt der Curve E^ sein. 

Betrachten wir sämmtliche Ourven (Bf), welche durch fünf 
Punkte gehen und B zur dreipunktigen Secante besitzen, so bilden 
diese ein Curvenbüschol. In der Tbat werden sie auch aus einem 
willkürlichen Punkte o von D djirch ein Kegelbüschel {K^^) projicirt 
d. i. durch ein Kegelsystem vierter Ordnung, welches J) ziir gemein- 
schaftlichen dreifachen Kante besitzt und durch sieben weitere Kanten 
geht. Die Tangentialebenentripel dieses Kegelbüschels in der Linie D 
bilden eine cubisehe Ebeneninvolution. Die Tangentialebenen paare 
der Regelfläche F^ in den Punkten der Doppellinie I> bilden eine 
quadratische Involution , und es werden beide Invoh\tionen zwei Paar 
Elemente gemeinschaftlich haben ') d. h. es werden unter den Kegeln 
des Büschels zwei existiren, für welche zwei von den drei Tangen- 
tialebenen der dreifachen Kante B die ßegelfläche F^ in demselben 
Punkte bertihren, und folglich gibt es unter den Curven des Büschels 
{Ji^) auch zwei, welche auf .0 einen Doppelpunkt besitzen. Demnach; 
„Durch fünf Punkte der Regelfläche F^ lassen sich 
zwei auf der l^läche liegende Curven legen, welche auf 
der DoppeüinieiJ einen Doppelpunkt und einen einfachen 
Punkt besitzen." 

Die durch sechs Punkte von F^ gehende A4, welche 2* zur drei- 
punktigen Secante hat, kann man auch als Schnitt der Regelfläche 
i^3 mit jener Fläche F^ zweiten Grades erhalten,, welche durch die 
gegebenen sechs Punkte und die Doppellinie P hindurch gelegt werden 

') Befindet sich auf einem und demBelben Träger eine Involution n'=" Grades 
mit einer Involution m''" Gradea, bo habea beide (1 — 1) (m— 1) Elementeopaare 
gemeinschaftlich. 
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kann. Die Erzeugenden von F^, welche mit D zu demselben Systeme 
gehören, sind dreipunktige Secanten von A4 und schneiden i^j in 
Punkletripeln , welche mit I> eine cubische Ebeiieninvoiution be- 
stimmen. 

Eine Curve R^ vierter Ordnung, für welche die Doppellinie D 
eine zweipunktige Secante ist, besitzt auch die Erzeugenden der 
Regelfläche F^ au zweipunktigen Seeanten. Wenn man also eine 
solche Gurve aus einem Punkte von D durch einen Kegel K^ pro- 
jicirt , so wird derselbe sowohl die Doppellinie Ö als auch die beiden 
in sich schneidenden Erzeugenden 0,, 0^ der Regelfläche F^ zw 
Doppclkanten besitzen. Der Geaammtschnitt von ff^ mit F^ ist von 
der zwölften Ordnung; da nun D einen Bestandtheil vierter Ordnung 
und jede der Linien Oj, 0^ einen solchen zweiteiv Ordnung darstellt, 
so wird K^ ausser ^j keinen weiteren Schnitt mit F^ gemein haben, 
Die beiden Ebenen, welche K^ in der Doppelkante i) berühren, be- 
rühren auch -P3 und zwar in den Punkten von R^, welche auf B 
liegen. Ebenso berühren die zwei Tangentialebenen dos Kegels K^ 
in jeder der beiden Doppelkanten Oj, O3 die Fläche F.^ in den zwei 
Punkten von A4, welche auf den betreffenden Erzeugenden liegen. 
Umgekehrt schneidet ein Kegel vierter Ordnung, welcher sowohl 
die Doppellinie D als auch beide durch seinen Scheitel o gebenden 
Erzeugenden 0, , O5 der Regelfläche au Doppelkantcn hat, die Fläche 
F.^ in einer Curve R^ vierter Ordnung, für welche D eine zweipunk- 
tige Secante ist. 

Der Schnitt muss von der vierten Ordnung sein, weil der Ge- 
sammtschnitt von der zwölften Ordnung ist und die Linien D, 0,, 
0; als Bestandtheil achter Ordnung in denselben eintreten. 

Ebenso leicht ergibt sich, dass die Doppellinie D eine zwei- 
punktige Secante von ß^ ist. Denn es werden nur solche Punkte 
von Ä^ auf i) fallen können, welche in einer der beiden Tangential- 
ebenen des Kegels längs D liegen. In dieser Kante D wird K^ von 
zwei Ebenen berührt, deren Berührungspunkte mit F^ offenbar die 
jen zwei auf D liegenden Punkte von A4 sind. 
Wenn also die beiden Ebenen, welche K^ in D berühren, die 
Regelfläche F^ in einem und demselben Punkte berühren, so wird R^ 
einen Doppelpunkt daselbst besitzen. 

Da ein Kegel vierter Ordnung mit drei Doppelkanten bestimmt 
ist, sobald man diese und fünf weitere Kanten kennt, so folgt: 

„Eine Curve vierter Ordnung, welche auf der Regel- 
fläche F^ liegt und deren Doppellinie D zur zweipunk- 
tigen Secante besitzt, ist durch fünf ihrer Punkte be- 
stimmt." 

Betrachten wir alle Curven dieser Art, welche durch vier feste 
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Punkte auf F., hindurchgehen, so bilden sie ein Curvonbüschel, 
■welches aus irgend einem Punkte o von ß durch ein Kegelbüsehel 
projicirt wird. Die Tangen tenebenenp aar e dieses Kegelhüschela in 
der gemeinsamen Doppelkante ß bilden eine quadratische Ebenen- 
invoiation; ebenso bilden die Tangentiale benenpaare der RegelUäche 
F^ in Punkten der Doppellinie ß eine quadratische Involution. 

Beide Involutionen werden demnach ein Elementenpaar gemein- 
sam haben, d. h. es wird unter den Kegeln des BiischeJs einen geben, 
- dessen zwei Tangentialebenen längs der Doppellinie ß die Eegel- 
fläche F^ in demselben Punkte von ß berühren; mit anderen Worten: 
es wird unter den Ourven des ursprünglich betrachteten Büschels 
eine geben, welche auf ß einen. Doppelpunkt besitzt. 

„Eine auf der RegelEäche F^ liegende Curve vierter 
Ordnung, welche auf der Doppellinie einen Doppelpunkt 
besitzt, ist bestimmt durch vier von ihren Punkten." 

51. Unter den auf der Regelfläche F^ liegenden Raumcurven 
dritter und vierter Ordnung haben diejenigen besonderes Interesse, 
welche gebildet werden von den Berührungspunkten der durch einen 
festen Punkt gehenden Tangentialebenen der Fläche. 

Betrachten wir nun den der Regelfläche aus einem ihrer Punkte, 
den wir p nennen wollen, umschriebenen Kegel. Wir wissen, dass 
derselbe vom zweiten Grade ist und durch die Cuspidalpunkte der 
Fläche hindurchgeht. Es ist nun nicht schwer einzusehen, dass die 
Berührungs curve JS^ eine Raumcurve dritter Ordnung sein müsse. 
Denn die Eerührungscurve ist als Schnitt des Kegels mit der Regel- 
fläche doppelt zu zählen, und da der G es annnt schnitt von der sechsten 
Ordnung ist, so muss die Berührungscui've von der dritten Ordnung 
sein , muss durch die Cuspidalpunkte hindm^chgehen und daselbst 
die Doppelebenen Vjj, C3,j berühren (siehe Art, 24). Dass ß-^ auch 
durch p hindurchgeht, versteht sich von selbst; überdiess ist die 
Tangentialebene der Fläche F^ im Punkte p die Sehmiegungsebene 
von £3 daselbst. 

„Der der Regelfläche .F,, aus einem ihrer Punkte um- 
schriebene Kegel zweiten Grades berührt die E egel- 
fläche in einer Raumcurve dritter Ordnung, welche 
durch die beiden Cuspidalpunkte hindurchgeht und da- 
selbst die Doppelebenen »u, Wj, berührt." 

Man kann zu dieser Berührtmgs curve auch in folgender Art 
gelangen. Die durch p gehenden Tangentialebenen umhüllen den 
erwähnten Kegel zweiten Grades und sind einmal projectivisch mit 
den Berührungs kanten dieses Kegels und dann mit den in ihnen 
liegenden Erzeugenden der Regelfiäche. Die letzteren sind jedoch 
projectivisch mit dem Ebenenbttschel ß, und folglich sind auch die 
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Kanten des Berührungskegels projectivisch mit den Ebenen des 
BüBchels B. Zwei entsprechende Elemente dieser zwei projecti vis eben 
Gebilde schneiden sich in einem Punkte der Beriihmngscwrve itnd 
daher ist diese in der That von der dritten Ordnung. Ebenso schnell 
ergibt sich aus dieser Betrachtung, dass die Eeruhrungscurvo durch 
die beiden Cuspidalpunkte hindurchgeht und in ihnen die Doppel- 
ebenen Vjj, tOjj berührt. 

Eine solche Cur ve dritter Ordnung soll kurz eine „Bcrührungs- 
curve dritter Ordnung" heissen. 

Wir können dann leicht folgende Sätze beweisen; 
„Eine Berührungscurve dritter Ordnung ist durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt, 

„Jede durch die beiden Cuspidalpunkte gehende, auf 
der Fläche F^ liegende Curve dritter Ordnung ist eine 
Berührungscurve." 

Der erste Satz ergibt si6h einfach daraus, dass man für den 
Kegel, in welchem sich die Curve aus einem beliebigen Punkte o 
der Doppellinie projicirt, die Doppelkante D, ihre zwei Tangential- 
ebenen (nämlich die Doppelebenen des zweideutigen Büschels If) 
und weitere vier Kanten kennt, nämlich die aus o nach den zwei 
gegebenen Punkten gehenden Geradon und die zwei in o sich schnei- 
denden Erzeugenden der Fläche, 

Der zweite Satz ist eine Folge des ersten. Denn legt man durch 
zwei Punkte einer auf t\ liegenden durch die Cuspidalpunkte gehen- 
den Raumcurve dritter Ordnung eine Berührungscurve dritter Ordnung, 
so kann es keine andere als diese Curve selbst sein. 

Den Punkt p, welcher der Scheitel jenes Kegels zweiten Grades 
ist, der die Fläche F^ längs der durch zwei Punkte a, b von F^ 
gehenden Berührungscurve berührt, findet man wie folgt. Seien A, 
B die durch die beiden Punkte «, b gehenden Erzeugenden der 
Regelfläche und k, ß die Tangentialebenen der Fläche F^ in 0, b, 
welche Ebenen also A, B resp. enthalten werden. Die Ebenen «, ß 
schneiden sich in einer Geraden (k^), welche F^ in drei Punkten 
trifft. Der eine von ihnen liegt auf A, der zweite liegt auf B und 
der dritte ist der Schnittpunkt der in den Ebenen «, (3 liegenden 
Kegelschnitte der Fläche und ist der gesuchte Scheitel p des Kegels. 
In der That wird die Berührungscurve des der Fläche F^ aus p 
umschriebenen Kegels durch a und 6 hindurchgehen, da or,^ zwei 
durch p gehende Tangentialebenen der Fläche und a, h deren 
Berührungspunkte sind, Ist B«_ die Berührungscurve, welche dem 
Punkte p der Rogelfläche entspi'icht, d. h. in welcher der aus 
p der Fläche F^ umschriebene Kegel dieselbe berührt, und P die 
durch p gehende Erzeugende der Regeliläche, so ist p der Schnitt- 
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punkt von P und B.,.. Da P eine einpunktige Secante von B^ ist, 
so lässt sieii durch /"und £3 eine Fläche F^ zweiter Ordnung legen, 
■welche auch die Doppellinie D enthält. (Siehe Seite 81.) Diese 
Fläche, welche im Allgemeinen ein einschaliges Hyperboloid sein 
■wird , ist nun nichts anderes , als die erste Polare von p bezüglich Fy 
Denn die erste Polarfläche von p bezüglich F^ ist eine Fläche zweiten 
Grades, welche durch B^ und P hindurchgehen musa; folglich ist 
■wirklich F^ diese erste Polare. 

Da ^3 in den Cuspidalpunkten v, w die Doppelebenen i/jj, o,^ 
berührt, so folgt hieraus sofort, dass das Polarhyperboloid F{, 
welches durch ^3 und D hindurchgeht, in v und w dieselben zwei 
Ebenen v^^,say^ heiäihren müsse. Das Polar hyperboloid F.^ schneidet 
die einfache Leitlinie S einmal in dem Punkte, wo sie von der Er- 
zeugenden P geschnitten wird, und das zweitemal in dem zweiten 
Berührungspunkte der Ebene (p S) mit der Fläche F^. Mit anderen 
Worten: die beiden Berührungspunkte der Ebene {p S) mit der 
Regelfläche F^ sind dio Schnittpunkte des Polarhyperboloides mit 
der einfachen Leitlinie S. Da diese zwei BerühiTings punkte harmonisch 
sind bezüglich der beiden Doppelpimkte 11,3, w^.^ der zweideutigen, 
die Regelfläcbe erzeugenden Punktreihe S, so können ■wir sagen: 

„Das Polarhyperboloid eines Flächenpunktes ent- 
hält die Doppellinie der Fläche, berührt in den beiden 
Cuspidalpunkten die Fläche und schneidet die einfache 
Leitlinie in zwei ■lm den Doppelpunkten y,j, iv^^ harmo- 
nischen Punkten." 

Wie wir gesehen haben, ist jede durch die beiden Cuspidal- 
punkte auf der Regelfläche gezogene Curve dritter Ordnung eine Be- 
rührungscurve. Den Scheitel des zugehörigen ßerührungskegels kann 
man auf Grund obiger Betrachtung auch folgenderweise bestimmen. 
Bestimmt man den Punkt der einfachen Leitlinie S, welcher mit 
dem Schnittpunkte derselben mit der Berührung scurve ein Punkte- 
paar der zweideutigen, die Fläche F^ erzeugenden Punktreihe S 
bildet, so schneidet die durch diesen Punkt gehende Erzeugende 
der Eegelfläche die BerÜhrungscurve im Scheitel dos fraglichen Be- 
rührungskegels. 

Da eine Berührungscurye dritter Ordnung durch zwei ihrer 
Punkte bestimmt ist, so bilden alle Berührungscurven dritter Ordnung, 
welche durch einen Punkt hindurchgehen, ein Curvenbüschel. Die 
Scheite! der den einzelnen Curven des Büschels entsprechenden Be- 
i'uhrungskegel liegen auf dem Kegelschnitt, in welchem die Be- 
ruhrungsebene des festen Punktes die Regelüäche schneidet. 

Umgekehrt bilden die Berührungscurven aller der Fläche F^ 
umschriebenen Kegel zweiten Grades, deren Scheitel auf einem 



y Google 



ßegelfläohon di-itter Oi'diiuiig. 97 

Kegelschnitte der Fläche liegen, ein Curvenbüschel dritter Ordirang, 
dessen Scheitel die beiden Cuspidalpunkte \ind der Beriihi-ungspunkt 
der Ebene des Kegelschnittes sind. 

Liegt der Punkt p auf einer der beiden singulären Erzeugenden, 
so wird, weil diese durch einen Cnspidalpunkt hindurchgeht, das 
Polarhjperboloid au einem Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel 
der betreffende Cuspidalpunkt ist. Der Schnittpunkt der singulären 
Braeugenden mit der Leitlinie S ist ein Doppelpunkt der zweideu- 
tigen die Eegelfläche F^ erzeugenden Punktreihe, woraus folgt, dass 
der Polarkegel die einfache Leitlinie S in diesem Doppelpunkte be- 
rührt, und dass also die durch die singulare Erzeugende gehende 
Cuspidal- (Verzweigungs-) Ebene den Polarkegel in dieser Erzeu- 
genden berührt: 

„Die erste Polarfläche eines Punktes, weicher auf 
einer singulären Erzeugenden der Fläche liegt, ist ein 
durch diese Erzeugende gehender Kegel aweiten Grades, 
welcher in ihr die durch sie gehende Cuspidalebene be- 
rührt, und dessen Scheitel der auf der Erzeugenden lie- 
gende Cuspidalpunkt ist." 

Hieraus folgt jedoch sofort, dass die Berührangscurve in die betref- 
fende singulare Erzeugende nnd einen, durch den auf ihr nicht liegen- 
den Cuspidalpunkt gehenden Kegelschnitt zerfällt. Denn in der That 
berührt der, der Fläche. umschriebene Kegel die Regelfläche längs der 
singulären Erzeugenden, da er in dieser die Cuspidalebene berührt. 
Wir können also sagen: 

„Der der Segelfläche aus einem Punkte einer singu- 
lären Erzeugenden umschriebene Kegel berührt die Fläche 
in einem Kegelschnitt, dessen Ebene durch die zweite 
singulare Erzeugende hindurchgeht." 
Und umgekehrt: 

„Die der RegeTfläche längs eines Kegelschnittes, 
dessen Ebene durch eine singulare Erzeugende hindurch- 
geht, umschriebene developpable Fläche ist ein Kegel 
aweiten Grades, dessen Scheitel in der zweiten singulären 
Erzeugenden liegt." 

Einen solchen Kegelschnitt kann man auch wirklich in Verbin- 
dung mit der nicht in seiner Ebene liegenden singulären Erzeugen- 
den als eine Berührungscurve dritter Ordnung betrachten. 

52. Der aus einem beliebigen Punkte p des Raumes der Regel- 
fläche umschriebene Kegel K,^ ist von der dritten Classe und der 
vierten Ordnung. Hieraus folgt, dap ausserhalb der Fläche fj liegt, 
sofort, dass die Curve, in welcher der Kegel die Regelfläehe berührt, 
von der vierten Ordnung sein müsse. In der That liegen in jeder 
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durch p gehenden Ebene vier, und nur vier Punkte der Curve, 
nämlich die Eerührungs punkte der vier von ]) an die Schnittlinie der 
Ebene gehenden Tangenten, Wir wollen die Ourve kurz mit 5j bezeich- 
nen und die, dem Punkte p entsprechende BerUhrungscurve nennen. 
Die von p nach den lieiden Cuspi dal punkten der Regelfläche 
gehenden Geraden sind als Tangenten der Fläche in den Cuspidal- 
punkten zu betrachten, woraus folgt, dass die BerUhrungscurve B^ 
durch die Cuspid alpunkte hindurchgeht. Dass sie in denselben die 
beiden Doppelebenen v^, Wj^ berühren müsse, folgt einfach aus dem 
Über Curven, welche auf der Regelfläche liegen, im Allgemeinen 
Gesagten. Die Doppellinie D enthält jedoch ausser den beiden Cus- 
pidalpnnkten noch einen der BerUhrungscurve B^ angehörigen Funkt, 
80 daes also I> als dreipunktige Secante der BerUhrungscurve auf- 
tritt; es ist dies der Punkt, in welchem die Ebene {p D) die Regel- 
fläche F^ berührt. Dass die BerUhrungscurve B^ eine Curve vierter 
Ordnung und zweiter Art ist, braucht nach dem über diese Curven 
schon Gesagten nicht besonders erwähnt zu werden. Die einfache 
Leitlinie S ist eine zweipunktige Secante der BerUhrungscurve; denn 
auf ihr liegen die Berührungspunkte der Ebene {pS). Diese Ebene 
berührt die Regelfläche in einem Punktepaar der, die Fläche er- 
zeugenden zweideutigen Reihe , welches harmonisch ist bezüglich des 
Doppelpunktepaares t^ij, w^^, 

„Der der Regelfläclie Ti'j aus einem beliebigen Punkte 
des Raumes umschriebene Kegel berührt dieselbe in 
einer Curve ß^ vierter Ordnung zweiter Art, für welche 
die Doppellinie B eine dreiptinktige Secante ist. Die 
Curve B^ enthält die Cuspidalpunkteund schneidet die 
einfache Leitlinie S in zwei Punkten, welche harmonisch 
sind zu den Berührungspunkten der Cuepidalebenen." 

Die einzige durch B^ gehende Fläche F^ zweiten Grades ent- 
hält nach Früherem die Doppellinie i>, ist also im Allgemeinen ein 
Hyperboloid und stellt offenbar die erste Polavfläche des Punktes p 
bezüglich der Regelfläche F^ vor: 

„Die erste Polarfläche eines Punkt';es bezüglich der 
Regelfläche F^ ist ein durch die Doppellinie B gehendes 
Hyperboloid, welches die einfache Leitlinie in einem be- 
züglich der Berührungspunkte der Cuspidalebene har- 
monischen Punktepaare schneidet." 

Da das Polarhyperboloid durchs* Sund B^ geht und letztere 
Curve in den Cuspidalpunkten die Tangentialebenen der Regelfläche 
in diesen Punkten berührt, so folgt sofort: 

„Das Polarhyperboloid eines Punktes berührt in den 
beiden Cuspidalpunkten die Fläche F.^." 
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Der dritte Punkt, in ■welchem das Polavliyperboloid eine Berühning 
mit der Regclfläche F,. eingeht, ist der Berührungspunkt der durch 
D und den Pol p gehenden Ebene mit der Regelfläche. 

Durch drei Punkte der Regelfläche, deren drei Tangentialebenen 
nicht durch eine und dieselbe Gerade gehen, lässt sich nur eine 
einzige Berührungscurve vierter Ordnung legen; denn in der That 
schneiden sich die drei erwähnten Ebenen in einem Punkte p, welchem 
eine durch die drei Punkte gehende Berührungscurve entspricht. 

Sind jedoch die drei Punkte derart gelegen, dass ihre drei Tan- 
gentialebenen durch eine und dieselbe Gerade gehen, so lassen sich 
durch die Punkte unendlich viele Berührungscurven vierter Ordnung 
legen, welche ein Büschel bilden und den Punkten der erwähnten 
Geraden projectivisch entsprechen. 

Wir können daher folgende di es s bezugliche 8ätae aufstellen: 
„Eine Berührungscur^e vierter Ordnung ist im Allge- 
meinen durch drei ihrer Punkte bestimmt." 

„Zwei Berührungscurven dieser Art schneiden sich 
(ausser in den Cuspidalpunkten) in drei Punkten, deren 
Tangentialebenen durch die Verbindungslinie der beiden 
Punkte gehen, welchen die awei Curven entsprechen." 

„Legt man durch eine Gerade an die Regelfläche F^ 
die Tangentialebenen, so gehen durch deren Berührungs- 
punkte unendlich viele Berührungscurven vierter Ord- 
nung u. 6. w. 

Aus der Bemerkung, dass zwei Curven vierter Ordnung, welche 
auf F^ liegend D zur dreipunktigen Secante besitzen und sechs Punkte 
gemeinsam haben, identisch sein müssen , folgt sofort der Beweis des 
nachstehenden Satzes: 

„Jede Curve vierter Ordnung B^, welche die Doppel- 
liiiie D aur dreipunktigen Secante hat, durch die Cus- 
pidaipunkte geht, auf der Fläche ^^ liegt und die ein- 
fache Leitlinie S in zwei Punkten schneidet, welche 
harmonisch sind bezüglich der Berührungspunkte z',,, lo^.^ 
der Cuspidalebenen {v,a), ist eine Berührungscurve, d.h. 
die Tangentialebenen der Regelfläche in den Punkten 
der Curve gehen durch einen festen Punkt." 

Die Kegelfläche F^ wird in den beiden Schnittpunkten von B^ 
und S der gemachten Annahme gemäss von einer und derselben 
Ebene berührt. Nimmt man feimer auf B^ zwei willkürliche Punkte 

a, b an und sucht den Schnittpunkt p ihrer Tangentialebenen a, ß 
mit der Ebene 0, so wird die Berührungscurve B^' von p durch a, 

b, femer durch die 2 Berührungspunkte von und durch die Cus- 
pidalpnnkte hindurchgehen, hat also mit B^ diese s^chs Punkte ge- 
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mein. Da nun die Tangentialebenen der Caspidaipunktc vollkommen 
bestimmt sind, so spielen diese die Rolle von g ewölml ich en Fläch en- 
punkteü, so dass also B^ mit B( identisch sein muss, wie behauptet 
wurde. Hierai\s ergibt sich aber sofort auch der nachstehende Satz; 
„Jedes Hyperboloid, welches durch die Doppellinie 
D hindurchgeht, in den Cuspidalpunkten die Regelfläche 
F^ berührt und die einfache Leitlinie S in zwei Punkten 
schneidet, welche harmonisch sind bezüglich der Be- 
rührungspunkte der beiden Cuspidalebenen, kann als 
das Polar hjperboloid eines bestimmten Punktes im Räume 
betrachtet werden," 

Denn ein solches Hyperboloid schneidet die Regolfläche ^^"3 in 
einer Curve vierter Ordnung, auf welche sich der vorhergehende 
Satz anwenden lässt. Der Punkt p der vorigen Betrachtung ist 
dann der Pol des Hyperboloides. Wgnn der Punkt p, für welchen 
wir die Berührungscurve und das Polarhyperboloid construivt haben, 
in einer der beiden Cuspidalebenen v, a liegt, so ist jede durch ihn 
in dieser Ebene gezogene Gerade eine Tangente der E'läche, deren 
Berührungspunkt ihr Durchschnittspunkt mit der in der betreffenden 
Ebene liegenden singulären Erzeugenden ist. Die Berührungscurve 
zerfällt somit in diese Erzeugende und eine Curve dritter Ordnung. 
Weiter erkennt man, dass das Polarbyperboloid die einfache Leit- 
linie S in dem Punkte berührt, in welchem sie von der betreffenden 
singulären Erzeugenden geschnitten wird. 

„Die beiden Cuspidalebenen sind der Ort für solche 
Punkte, deren Polarhyperboloidc die einfache Leitlinie 
berühren, und zwar in dem Schnittpunkte der Leitlinie 
mit der in der betreffenden Cuepidalebene liegenden 
singulären Erzeugenden." 

Endlich wollen wir annehmen, dass der Punkt i> in einer der 
beiden die Fläche F^ in den Cuspidalpunkten v, 10 berübreaden Ebenen 
11,2, ü)|2 liege; etwa in der ersteren. 

In diesem Falle rückt der Berührungspunkt der Ebene {f S) in 
den Cuspidalpunkt v, welcher für die Berührungscurve ein Doppel- 
punkt wird.') In der That liegt auch in jeder durch (pü) gebenden 

') Jedes durch die Doppellinie D gehende Hyperholoid schneidet bekaantlicli 
Fj.in einer Curve vierter Ordnung, ffir welche D eine dreipunktige Secaute ist. 
Bie auf D liegenden drei Punkte der Cnrve sind jene, in denen das Hyperpoloid 
die Mäche B\ herührt. Bücken zwei von den drei Punkten znaammen, so be- 
riihren die beiden Tangentialebenen der PUlohe F^ in. diesem Punkte auch das 
Hjperboloid, welches daJiet in einen Eegel degeneriren mues; und weiter folgt, 
dasE dann die Schnittonrre in dem betreffenden Punkte euien Doppelpunkt he- 
äitzen müsse. "Wir achlieasen hieraus ferner, daaa far obigen Fall die Berükrangs- 
cnrve in dem CusjiidalpiTOkte einen Eflcltkehrpunkt besitze. 



y Google 



Eegelfiäclien drittor Ordnung. 1.01 

Ebene ein Punktepaar der Berührungscurve ; denn eine solche Ebene 
schneidet F^ in einer Curve dritter Classe, für welche pv die Spitzen- 
Tangente ist. Die beiden anderen von p aus an diese Curve gehen- 
den Tangenten berühren sie in zwei Punkten, welche der Berührungs- 
curve angehören. 

Da die Berührungscurve im Cuspidalpunkt v einen Doppel- oder 
eigentlich Ruckkehrpunkt besitzt, so ist das Polarhyperboloid ein 
Kegel zweiten örades, dessen Scheitel der Ouspidalpunkt ist. 

„Das Polarhyperboloid degenerirt für einen Punkt, 
welcher in der die Eegelfläche in einem der Cuspidal- 
punkte berührenden Ebene liegt, in einen Kegel zweiten 
Grades, welcher den betreffenden Cuspidalpunkt zum 
Scheitel hat." 

Die beiden Ebenen v^, 0,5, welche F^ in den Cuspidalpunkten 
berühren, etoUen sonach (jede doppelt gezählt) die Steiner'ache Kern- 
flächo der Fläche F.^ vor.') 

Aus dem bekannten Satze, dass die erste Polare eines Punktes 
bezüglich einer Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte ein 
Kegelschnitt ist, der durch den Doppelpunkt geht und dessen Tan- 
gente daselbst harmonisch ist zu dem nach dem Pole gehenden Strahle 
bezüglich der beiden Doppelpnnktstangenten , folgt sofort der nach- 
stehende Satz: 

„Die Tangentialebene des Polarhyporboloidos eines 
beliebigen Punktes p in einem Punkte d der Doppellinie 
ist conjugirt harmonisch zu der durch ß und den Pol p 
gehenden Ebene bezüglich des Ebenenpaaros, welches 
in d die Regelfläche F^ berührt." 

53. Cremona hat auf eine bemerkenswerthe Beziehung der Regel- 
Üäche i'j zu einer Fläche derselben Art hingewiesen, welche der 
Gegenstand unserer nächsten Betrachtvmgen sein soll. 

Betrachtet man die durch eine Erzeugende Ay, welche in a die 
Doppellinie ß und in «1 die einfache Leitlinie S schneidet, gehenden 
Ebenen, so schneiden diese bekanntlich die Regelfläche in Kegel- 
schnitten, welche durch a hindurchgehen und in diesem Punkte die 
Ebene berühren, welche man durch J) und die zweite durch a gehende 
Erzeugende A^ legen kann. Hieraus folgt, dass der Pol von J, be- 
züglich irgend eines dieser Kegelschnitte in der Ebene {I> A^) liegen 
müsse. Da femer alle der Regelßäche eingeschriebenen Kegelschnitte 
die beiden durch S gehenden Cuspidalobenen v, o berühren, und da 
A^ die Gerade S schneidet, so folgt, dass der Pol von A^ bezüglich 
irgend eines der früher betrachteten Kegelschnitte in der Ebene «' 



') Vei'gleiclie die Abhandlung von Cremona in den Atti otf. piig. 301. 
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liegen müsao, welche liarmonisch ist mit der Ebene (S^,) in Bezug 
auf das Ebenenpaar v, to. Somit werden die Pole der Erzeugendon ^| 
bezüglich der mit ihr in denselben Ebenen liegenden Kegelschnitte 
die SchnitUinie A{ der beiden Ebenen {D A^ \ind d erfüllen, so 
dass wir folgenden Satz aufstellen können: 

„Die Pole einer Erzeugenden (^i) der Fläche F^ be- 
züglich der, der Fläche eingeschriebenen Kegelschnitte, 
deren Ebenen durch diese Erzeugende hindurchgehen, 
liegen auf einer die beiden Leitlinien i>, S schneidenden 
G-eraden." 

Es entspricht in dieser Art jeder Erzeugenden 4^ unserer Eegel- 
fläche F^ eine gewisse die beiden Leitlinien D, S schneidende Gerade, 
welche wir kurz A^' nennen wollen. Wir haben diese Gerade er- 
halten als Schnittlinie der Ebene (DA^) mit der Ebene a, welche 
harmonisch war zti {S A^) bezüglich des Ebenenpaares v, co. Um 
über den Ort der Geraden A^' ins Klare zu kommen, ordnen wir 
der Ebene a die Ebene {D A^) zu. 

Man erkennt sofort, dass jeder Ebene (J) A^) ^^^ ^^^^ Ebene a 
entspricht, welche man als harmonische Ebene bezüghch des Ebenen- 
paares v, tj für jene Ebene {SA^) erhält, welche diirch S und die 
zweite durch den Berührungspunkt von {ß A.^) mit der Fläche gehende 
Erzeugende A^ hindurchgeht. Umgekehrt entspricht jeder durch S 
gehenden Ebene a' ein Ebenenpaar des Büschels D. Denn die zu a' 
bezüglich v, ta eonjugirt harmonische Ebene ec schneidet ^3 in einem 
Paare A,, A^ von Erzeugenden und es entspricht dann der Ebene a 
ebensowohl die Ebene {!> A,) als auch die Ebene {D A^. 

Uebers ich tl! eher gestaltet sich die eben besprochene Verwandt- 
schaft der beiden neuen Ebenenbüschel auf B und S in folgender 
Weise. Aus dem Vorhergehenden geht nämlich hervor, dass einer 
Ebene «,' des Büschels S jenes Ebenenpaar des Büschels D ent- 
spricht, welches in dem, unsere Hegelfläche F^ erzeugenden zweideu- 
tigen Büschel D der zur Ebene «,' bezüglich des Ebenenpaares v, w 
harmonischen Ebene entspricht und umgekehrt. 

Wenn also die beiden Erzeugenden A„ A^ unserer Eegelfläche 
als Schnittlinien des Ebenenpaares «, , (c, cles zweideutigen Büschels D 
mit der diesem Ebenenpaare entsprechenden Ebene 0: des eindeutigen 
Büschels S entstehen, so werden die beiden den Erzeugenden A^, A.> 
im Sinne des letzten Satzeä entsprechenden Geraden Al,A^ die Schnitt- 
, linien desselben Ebenenpaares %, «i resp. mit der Ebene «' sein, 
welche eonjugirt harmonisch ist zur Ebene a bezüglich des Paares 
V, (0 der Cuspidalebene, Da nun das Büschel («) projectivisch ist 
zum Büschel («') und («) in ein-zweideutiger Beziehung zum Büschel 
(«1, «2) steht, so wird auch («') in ein-zweideutiger Beziehung zu (kj, a.^ 
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sich befinden, so dass also der Ort der Geraden A(, A{ wieder eineRegel- 
fläche dritter Ordnung ist, welche wir rait\fY bezeichnen und als die der 
Fläche Ji'j „harmonisch zugeordnete Fläche" benennen wollen. 
Aus der Erzeugungsart der Fläche F^ gelit unmittelbar hervor, 
daas sie mit F^^ dieselbe Gerade D zur Doppellinie und dieselbe Ge- 
rade S zur einfachen Leitlinie besitze. Da überdiess das zweideu- 
tige, die Fläche B'^ erzeugende Büschel identisch ist mit jenem die 
Fläche ii'y erzeugenden, so folgt weiter, dass beide Büschel dieselben 
zwei Doppelebenen Vy^, »u besitzen. Jeder dieser Doppelebenen z. E. 
r,j entspricht aber in den beiden den zwei Flächen F^ und F^ zu- 
gehörigen eicdeutigen Büscheln auf S eine und dieselbe Ebene v, 
weil die conjugirt harmonische Ebene zu v bezüglich des Winkels 
(vja) wieder die Ebene v ist. Es haben also beide Flächen auch 
die Cuspidalebenen v, <a und folglich auch die Cuspidalpunkte v, w 
und die singulären Erzeugenden T',,, /F,., gemeinschaftlich. 

„Der Ort der Pole der Erzeugenden einer Regelfläche 
dritter Ordnung bezüglich der, der Fläche eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, deren Ebenen durch die betreffen- 
den Erzeugenden hindurchgehen, ist wieder eine Regel- 
fläche dritter Ordnung, welche mit der ursprünglichen 
die Doppellinie, die einfache Leitlinie, die Cuspidal- 
punkte, die Cuspidalebenen und die singulären Erzeugen- 
den gemeinsam hat."') 

Die beiden Flächen F^, F^' haben ausser diesen Stücken keine 
weiteren Punkte oder Linien gemein: denn der Uesammtschnitt ist 
eine Linie neunter Ordnung, welche sich in diesem Falle zerlegt in: 
die vierfach zählende Doppetlinie i*, die einfache Leitlinie S und die 
zwei je doppelt zählenden singulären Erzeugenden F|j, W^^. Diese 
letzteren treten doppelt in den Schnitt ein, weil sich in ihnen die 
beiden Flächen berühren. 

Der letzte Satz gibt folgende Entsteh ungsart für eine Regel- 
fläche dritter Ordnung: 

„Wenn sich eine Ebene um eine feste Gera de {A^ dreht 
und in derselben sich ein Kegelschnitt derart deforinirt, 
dass er immerwährend eine feste Ebene (/> A.^ in ihrem 
Schnittpunkte («) mit der festen Ebene berührt und dass, 
während er eine zweite feste Gerade (ß,) schneidet, der 
Pol von A^ bezüglich des festen Kegelschnittes auf einer 
in der festen Ebene durch den daselbst liegenden Be- 
rührungspunkt gehenden Geraden {Ay) Hegt; so bo- 
schreibt der Kegelschnitt eine Regelfläche dritter Ord- 

') Cremona, Atti del' Inst pag, S9y. 



y Google 



104 Dritki- Tlicil. 

iiung. Die Geraden {^\), (5,) sind Erzeugende dieser 
Regelfläche und die Vei-bindungsünie ihrer Schnitt- 
punkte mit der festen Ebene ist die Doppellinie der 
Fläche." 

Kehren wir au der Erzeugenden A^ unserer ßegelfiäche F.^ zurücli. 
Aus jedem Punkte derselben kann man einen Kegel zweiten Grades 
der Fläche F^ umschreibeo, und wir wollen die Frage beantworten, 
welchem Gesetze die Polarebenen der Erzeugenden A^ bezüglich aller 
dieser Kegel folgen. 

Alle Kegel aweiten Grades, welche der Regelfläche F^ aus Punkten 
der Erzeugenden -^| umschrieben sind, berühren die einfache Leit- 
linie S und zwar in dem Punkte a^, in welchem die einfache Leit- 
linie S von der zweiten in der Ebene (S Aj) liegenden Erzeugenden 
A.^ geschnitten wird. Hieraus folgt, dass die Polarebene der Erzeu- 
genden Ay bezüglich aller der Kegel durch den Punkt a^ hindurch- 
gehen muss. Da femer alle der Regelfläche F^ umschriebenen Kegel 
durch die beiden Cuspidalpunkte v, lo hindurchgehen , so müssen die 
Polarebenen von J, beziiglicti der Kegel, deren Scheitel auf A^ liegen, 
durch den Punkt rt' von D gehen, welcher bezüglich v, lo harmonisch 
ist zu dem Punkte a, in welchem die "Erzeugende A^ der Doppel- 
linio begegnet. Es müssen also die Polarebenen von A^ bezüglich 
der erwähnten Kegel durch die Gerade a^a' hindurchgehen, welche 
man als Schnittlinie der Ebenen {pa-^ und (S«') betrachten kann. 
Nun ist die Ebene {D a.^ identisch mit der Ebene {D A.^ und die 
Ebene {S a') identisch mit der Ebene «', da diese die Doppellinie in 
einem Punkte schneidet, welcher harmonisch ist zu a in Bezug auf 
die Strecke vld der beiden Cuapidalpunkte, Folglich ist die Gerade 
fl^ dieselbe Gerade A(y auf welcher die Polo von A^ in Bezug der 
durch diese Gerade enthaltenden Ebenen aus der Fläche F.^ ge- 
schnittenen Kegelschnitte. Somit : 

„Die Polarebenen einer Erzeugenden {A^) in Bezug 
auf die Kegel zweiten Grades, welche man der Regel- 
fläche aus den Punkten dieser Erzeugenden umschreiben 
kann, schneiden sich in einer festen Geraden und zwar 
in derjenigen, welche der Ort der Pole der Erzeugenden 
in Bezug auf jene Kegelschnitte ist, welche durch Ebenen, 
die diese Erzeugende enthalten, aus der Regelfläche ge- 
schnitten werden." 
Und ebenso: 

,,Die Enveloppe der Polarebeneu der Erzeugenden 
der Regelfläche i''^ bezüglich der aus den Punkten dieser 
Erzeugenden derFläche umschriebenen Kegel ist'dieder 
Fläche harmonisch zugeordnete Fläche P;-'." 



y Google 



liegt'] fliklioii dritter Ordnung. 105 

Hieraus kann man eine der letzten Erz eugun gart der Fläche F^ 
dual entsprechende ableiten, was wir jedoch dem Leser überlassen. 

Dagegen wollen wir die gegenseitige Beziehung der beiden Flächen 
^■i> P%} von welchen man leicht erkennt, dasa jede die harmonißch 
zugeordnete der zweiten ist, näher beleuchten. 

54. Wir haben die beiden Flächen F^, F^ in der gegenseitigen 
Beziehung kennen gelernt, dass jeder Geraden A^ der einen eine 
bestimmte Gerade A( der anderen entsprach. Es ist nicht schwer, 
den folgenden Satz nachzuweisen: 

„Eine Erzeugende (J,) der Regelfläche F^ und die ihr 
entsprechende Erzeugende (^,') der Regclfläclie F.^ bil- 
den mit den zwei singulären Erzeugenden f^i^j ^lai welche 
beiden Flächen gemoinachaftüch sind, vier harmonische 
Erzeugende eines Hyperboloides, welches auch die bei- 
den Leitlinien D,S enthält; und zwar sind A^ und A{ zwei 
conjugirte Erzeugende." 

Die vier Geraden Fj^, fl^jj, Ay, Ä( projlcircn sich aus der Geraden 
D resp. durch die vier Ebenen v,,, ia,j, «i, «j'), für welche die 
Gleichung : 

gilt. Dieselben vier Geraden projicieren sich aus der Linie S durch 
die Ebenen v,c3,a,a, für welche nach Frühcrem ebenfalls: 

{vaaa) = - 1 
ist. Somit bat man: 

(.»««-)-=(«„«„.,«,) — 1, 

also sind die beiden vier strahligen Ebenenbüsche! projectivisch und 
jedes überdiess harmonisch, woraus sich sofort der aufgcstelltG Satz 
ableitet. 

,, Jedes durch die beiden Leitlinien J),S und die sin- 
gulären Erzeugenden gehende Hyperboloid schneidet die 
beiden Regel flächen f 3, F.^ in zwei einander entsprechen- 
den Erzeugenden." 

Es folgt diese unmittelbar aus dem Satze, dass ein durch die 
beiden Leitlinien gehendes Hyperboloid die Regelfläcbe mir in drei 
Erzeugenden schneiden könne. 

Da je zwei entsprechende Gerade wie A^ und A( mit den Er- 
zeugenden Fjj, ^ij vier harmonische Erzeugende eines und desselben 
Hyperboloides bilden, so ergibt sich, dass man aus der Geraden A^ 
in folgender Weise die ihr entsprechende Gerade 4^ ableiten könne. 
Man lege durch die einzelnen Punkte von A^ diejenigen Geraden, 
welche die singulären Erzeugenden V^^_, Wy, gleichzeitig schneiden, 

') Hierbei ist tt.e ELene »■j identisdi mit iß A,) nnd «j mit (ß .4^), 
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und beBtiraniG auf jeder solcben Geraden den liarmonischen Punkt 
za jenem, durch welchen sie hindurchgeht und zwar bezüglich des 
Punktepaares, welches der Strahl auf dem Geradenpaarc f^, W|2 
bestimmt. 

Hieraus folgt unmittelbar auch der nachstehende Zusammenhang 
der beiden Flächen F^, F.{ : 

„Legt man durch einen Punkt« von >'j eine Transver- 
aale zu den beiden singulären Erzeugenden F,,, tf^^, so 
schneidet diese die Fläche F.^' in einem Punkte «', welcher 
harmonisch ist zu a bezüglich der durch die singulären 
Erzeugenden auf der Transversalen bestimmten Strecke." 
Man kann in dieser Art jedem Punkte « von F^ einen Punkt a' 
von F.^' entsprechen lassen, und zwar ist die so entstehende Ver- 
wandtschaft beider Flächen ein specieller Fall der CoUineation. Jeder 
Erzeugenden von F.^ wird eine Erzeugende von F^' entsprechen; jedem 
Kegelschnitt der einen Fläche entspricht ein Kegelschnitt der anderen 
und so fort.*) 

Cremona gibt eine zweite Verwandtschaftsart der beiden Flächen 
F^, F^' an (siehe Grelle, Bd. 60 pag. 316). Ist nämlich a ein be- 
liebiger Punkt von i^j, ^i die durch ihn gehende Erzeugende und a 
ihr Pol bezüglich des Kegelschnittes , welcher in der Tangentialebene 
von a liegt, so kann man den Punkt a' dem Punkte u zuordnen. 
Jedem ebenen Schnitte von F^ entspricht dann ein ebener Schnitt 
von F^', deren Ebenen man auch als einander entsprechend be- 
trachten kann. 

Man gelangt so zu einer Art von Raumcollineation, zu welcher 
man auch kommt, wenn man einer Tangentialebene von F^ die Polar- 
ebene der in ihr liegenden Erzeugenden bezüglich des aus ihrem 
Beruh iTingspunkte der Fläche umschriebenen Kegele zuordnet. 

55. Betrachten wir die durch eine Erzeugende A^ der Regel- 
fläehe F^ gehenden Ebenen («,), welche die Ilegelfläehe nach Kegel- 
, schnitten schneiden. Die Pole jener Erzeugenden bezüglich dieser 
Kegelschnitte liegen auf einer festen Geraden, und da diese nur 
einen Punkt im Unendlichen besitzt, so können wir sagen: 

„Durch jede Erzeugende der Regelfläche F-^ lässt 
sich eine Ebene legen, welche die Fläche nach einem 
Kegelschnitte schneidet, dessen Mittelpunkt auf der Er- 
zeugenden liegt." 

Die Berührungspunkte dieser Ebenen werden offenbar eine ebene 
Ourve erfüllen, nämlich jene, welche der unendlich weiten Curve 
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von F^ nach der letzt besproclieneii Verwandtschat'lsart cntspriclil. 
Demgemäss umhüllen die Ebenen selbst eine developpable Fläche 
vierter Classe sechster Ordnung, welche der Fläche ^3 längs der 
ebenen Curve der Berührungspunkte umschrieben ist. Diese deve- 
loppable Fläche ist das reciproke Gebilde zu einer Beruh rungacurve 
vierter Ordnung. 

Bringen wir mit der Fläche F^ eine beliebige Ebene in Ver- 
bindung, so wird sie die Fläche in einer Curve C," dritter Ordnung 
schneiden, für welche der Punkt (-Ö6) ein Doppelpunkt und die 
Punkte (SO), {A^ 0) einfache Punkte sind. Die Ebenen des Büschels 
Ji werden somit auf C/ eine centrale Punkünvolution bestimmen'). 
Durch jedes Punktepaar dieser Involution geht ein Kegelschnitt der 
Regelfläche, welcher mit A^ m derselben Ebene liegt. Da die In- 
volution zwei Doppelpunkte besitzt, so wird es auch zwei Kegel- 
schnitte im Büschel A^ geben, welche die Ebene berühren. Der 
Punkt {A^Q) ist das Centrum der erwähnten Involution und somit 
sind die Berührungspunkte der beiden von ihm aus an C,^ gehenden 
Taiigenten zugleich die Berührungspunkte der zwei Kegelschnitte 
mit der Ebene 9. 

Denkt man sich die Ebene als die unendlich weite Ebene 
des Raumes, so wird C^ die unendlich weite Curve der Fläche F.^, 
und wir können das letzte Ergebniss folgende rmassen ausdrücken: 
„Durch eine Erzeugende {A^) der Regelfläche gehen 
zwei Ebenen, welche die Fläche nach Parabeln schnei- 
den')." 

Wenn wir uns schliesslich die Regelfläche ^3 mit einem belie- 
bigen, in der Ebene liegenden Kegelschnitte 7 in Verbindung gesetzt 
denken, so kann man die Frage aufwerfen, wie viele der Regel- 
fläche eingeschriebene Kegelschnitte begegnen dem Kegelschnitte 7 
in zwei Punkten? 

Der Kegelschnitt / trifft F.^ in sechs Punkten, welche man fünf- 
zehnmal zu zweien vereinigen kann; durch jedes dieser fünfzehn 
Punktepaare läset sich ein Kegelschnitt der Fläche hindurchlegen, so 
dass man also fünfzehn Kegelschnitte hat, welche dem / in einem 
Pu&ktepaar begegnen. 

Wenn I der imaginäre Kugelkreis ist, so werden diese fünfzehn 
Kegelschnitte Kreise sein. Da aber, wenn 7 ein imaginärer Kegel- 
schnitt ist, nur drei Punktepaare reelle Verbindungslinien zulassen 
können, so hat man den Satz : 



') Sielie n. Tbcil, Art- tl. 

') Vergleiohe die Cromona'Ecbc Abhaiidlunc,- in Cfclk's Jouraiil, Band 60, 
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„Auf einer Kcgelfläche F^ befinden sich höchstens 
drei und mindestens ein Kreis." 

Durch eine der Untersuchung parabolischer Schnitte ähnliche 
Untersuchung ergibt sich, dass durch jede Erzeugende drei solche 
Ebenen sich bindurchlogen lassen, welche die Kegelfläche nach gleich- 
seitigen Hyperbeln schneiden. 

In -welchem Falle sieh durch eine Erzeugende zwei reelle oder 
imaginäre Parabelschnitte legen lassen, wird der Leser leicht nach 
den Principien des 8. Artikels im II. Theilo ersehen, weshalb wir 
hier nicht näher hierauf eingehen wollen. 

56. Nimmt man die Doppellinie B der Regelflächo zur z-Axe 
eines rechtwinkeligen Coordinatensystems, so ist die Grleielmng irgend 
einer Ebene des zweideutigen Büschels: 

und wenn i(|=0, «2 = die Gleichungen irgend zweier durch die 
einfache Leitlinie S gehenden Ebenen sind, so wird jede dritte durch 
S gehende Ebene dargestellt durch: 

(3) -J - «• 

Sollen nun die beiden Büschel S und D in ein-zwei-deuligor Be- 
ziehung sein, so muss (I. Th. Art. 4.) zwischen p und q, da man diese 
Grössen als Theilverhältnisse der beiden Ebenen (1) und (2) betrachten 
kann, eine Gleichung bestehen von der Form: 

q {ap>- + öp + c) + (fl, p'^ + ö] ^ + c,) = 
oder nach Einfühi-ung der Werthe für;; und q: 

Ui{ay^-\-bxij-\'Cx'^) + «^ (0,;/^ + ö,.r(/ + c,.t^) = 
welches schon die Gleichung der durch beide Ebenenbüschel erzeug- 
ten Regelfläche ist. Die Einsetzung linearer Ausdrücke für die 
Grössen u^, u-^ liefert nach einer einfachen Zusammenziehung gleich- 
artiger Glieder die Fläehengleichung in folgender Form: 

+ z{A'x-' + B-xy-\-Cf) = 0. 

Da die Gleichung neun unabhängige Constante enthält, so kön- 
nen wir sagen: 

„Eine Regelfläche dritter Ordnung ist durch die 
Doppellinie und neun von ihren Punkten bestimmt." 
und nach dem Gesetze der Reciprocität : 



') Vergleiche „Analytisciio tiaometrie des Rsiuniea" von Salmon t'iedlcr pag. 
5 des n. Theüea, 
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„Eine Regelfläche ist durch die einfache Leitlinie 
und neun von ihren Tangentialebenen bestimmt." 

Nimmt man im zweideutigen Büschel D die Tangentialebenen 
V|2, Ojj der Cuspidalpunkte zum Grundebenenpaare, auf welches 
man. irgend eine dritte Ebene fp mittelst ihres TheiSverhältnisses p 
bezieht, so dass also: 

P = 7^ 

sin M,ä gi 

ist, und nimmt man ebenso im eindeutigen Büschel die beiden Cus- 

pidalebenen v, a zum Grundebenenpaare, und ist q das Theilver- 

hältniss : 

sin m f 
der der Ebene if entsprechenden Ebene ip, so wird die Verwandt- 
sehaftsgleichung die Form: 

haben müssen, da dem Werthe 5 = das Werthepaar jj, = 0, p^ = 0, 
und dem Werthe $ = 00 das Werthepaar p^ =^ 00, p^ == 00 ent- 
sprechen muSB. Ist M ein Punkt auf der Schnittlinie von 90 und ip 
d. h. ein Punkt der Regelfläche und x, y, z, w seine Abstände von 
den Ebenen v.«, (o,.,, v, m so ist: 



und folglich: 

oder : 

ziZ-awx'-^Q 

wodurch wir die Gleichung der Regelfläche in homogenen Perpen- 
dikelcoordinaten erhalten haben und zwar für den Fall, in welchem 
das Fundamentaltetraeder die beiden Leitlinien und die beiden sin- 
gulären Erzeugenden als Kanten besitzt. Die vier Fundamental- 
eeken sind die Punkte v, w, v^^, w-y^. 

57. Cajley hat zuerst auf den Fall aufmerksam gemacht, in 
welchem die beiden Leitlinien D , S der Regeliläche F^ unendlich 
nahe zusammenrücken. 

Wir haben im Art- 12 gesehen, dass die beiden Leitlinien I>, S 
der Fläche bestimmt sind, wenn man vier Erzeugende A, B, C, E der 
Regelfläche kennt und dass die Eiäche selbst, jedoch zweideutig 
bestimmt ist, wenn ausser den vier Erzeugenden noch ein Punkt 
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gegeben ist. Die zwei Transversalen D, Ader vier Geraden A,B,C,E 
sind nämlich die beiden Leitlinien und die Zweideutigkeit des Falles 
bestellt nur darin, dass man ebonsowobl die eine wie die andere zur 
Doppellinie wählen kann. 

Es kann nun der speclelle Fall eintreten, dass die beiden Trans- 
versalen D,S unendlich nahe zu einander fallen, was offenbar dann 
geschehen wird, wenn das durch drei der vier Erzeugenden -4,ßj(7,E 
gehende Hyperboloid die vierte berührt. Denn dann sind die bei- 
den unendlich nahen, dem Berührungspunkte entsprechenden Erzeu- 
genden des Hyperboloides, welche nicht zum Systeme der drei ersten 
Erzeugenden gehören, die beiden Leitlinien D, S. 

In diesem Falle verschwindet die oben bemerkte Zweideutigkeit 
und wir können daher sagen: 

„Durch vier Gerade, von denen eine das durch die 
drei anderen gehende Hyperboloid berührt, und durch 
einen Punkt ist eine Cayley'sclie Regelfläche dritter 
Ordnung bestimmt." 

Wir können sehr leicht die durch den gegebenen Punkt gehende 
Erzeugende der Begelfläche und diese selbst in folgender Weise 
construiren. 

Seien Ä,B,C,E vier Gerade von der oben angedeuteten Beschaf- 
fenheit , H sei das Hyperboloid , welches man durch A, B, C legen 
kann und o sei sein Berührungspunkt mit der vierten Geraden B. 
Diese letztere schneidet also in o das Hyperboloid in zwei unendlich 
nahen Punkten, durch deren jeden eine Erzeugende des Hyperboloides 
geht, welche A, B, C schneidet. Diese zwei unendlich nahen Erzeu- 
genden D, S repräsentiren uns die beiden Leitlinien der ßegelfläcbe, 
welche wir, da sie als zusammenfallend betrachtet werden müssen, 
durch den einzigen Buchstaben D bezeichnen wollen. Dann ist klar, 
dass jede Gerade, welche D und S schneidet, das Hyperboloid ff in 
einem Punkte von D berührt. 

Um also die durch den gegebenen Punkt f gehende Erzeugende 
F zu finden, legen wir durch f und D eine Ebene, welche das Hy- 
perboloid H in einem bestimmten Punkte von D berühren wird, 
welcher mit f verbunden die gesuchte Erzeugende liefert. 

Nun ist es nicht schwer, die Regelfläche selbst zu construiren 
und ihre ausgezeichneten Eigenschaften aufzufinden. Eine durch 
die Erzeugende A gehende Ebene a wird die Regelfläche in einem 
Kegelschnitt schneiden, für welchen wir fünf Punkte angeben können ; 
zunächst den auf D liegenden Punkt von A und dann die vier 
Punkte, in denen die Ebene k die vier übrigen bekanten Erzeugen- 
den B,C,E,F schneidet. Denkt man sich diesen Kegelschnitt A^ con- 
sti'uirt, so kann man nun leicht die durch irgend einen Punkt x 



y Google 



It.egelflachen dritter Ordnung. 111 

desselben gehende Eraeugende X der Eegelfläclie bestimmen. Die 
Ebene {xD') wird nämlich das Hyperboloid B in einem bestimmten 
Punkte x' berühren und dann ist xx = X die gesuchte Erzeugende. 
Diese Betrachtung führt uns unmittelbar zu folgenden Erzeu- 
gungsarten der Caylej'achen Regelfläche: 

„Hat man eine Gerade (i>) und einen sie schneiden- 
den Kegelschnitt {A^'), und bewegt sich eine zweite Ge- 
rade so, dass sie die beiden ersten Linien schneidet und 
Tangente an ein durch D gehendes Hyperboloid bleibt, 
so beschreibt sie eine Cayley'sclte Regelfläche dritter 
Ordnung, welche in D eine Doppcllinie besitzt." 

Durch die Ebenen des Büschels D, welche Tangentialebenen 
des Hyperboloides H sind, werden die Berührungspunkte x' dieser 
Ebenen und die Schnittpunkte a: derselben mit dem Kegelschnitte.^, 
projectivisch auf einander bezogen. Diess gibt folgende Entstehungs- 
art der Fläche: 

„Befinden sich auf einer Geraden {D) und einem sie 
schneidenden Kegelschnitte {4i) zwei projectivische 
Punktsysteme, so erfüllen die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte eine Cayley'sche Rcgelfläche dritter 
Ordnung, welche die Gerade D zur Doppellinie besitzt." 
Da jedem Punkte von T> nach dem Gesetze der Projeetivität 
nur ein einziger Punkt von A^ entspricht, so finden wir: 

„Durch jeden Punkt der Doppellinie D einer Cayley- 
schen ßegelfläche dritter Ordnung läsat sich nur eine 
einzige Erzeugende der Fläche hindurchlegen." 

Den Punkt, welchen D mit Ä^ gemein hat, kann man einmal zu 
der Punktreihe auf D und einmal zu jener auf A,^ rechnen. Be- 
zeichnet man ihn mit {p f/), so wird ihm auf A^ ein Punkt q und 
auf ß ein Punkt p' entsprechen. Die Gerade ^' wird dann die in 
der Ebene des Kegelschnittes A^ liegende Erzeugende A sein, wäh- 
rend pp' eine Gerade ist, welche mit B zusammenfällt: 

Unter den Erzeugenden der Cayley'schenRegelfläche 
gibt es eine, welche ihrer ganzen Ausdehnung nach mit 
der Doppellinie zusammenfällt," 

Während man die Tangentialebene der Fläche im Punkte (pq') 
erhält, indem man durch D und die Erzeugende A eine Ebene legt, 
wird die im Punkte p' berührende Ebene erhalten, indem man ähn- 
licherweise durch 2* und die mit ihr zusammenfallende Erzeugende 
pp' eine Ebene (Ä") legt. Man wird offenbar diese Ebene erhalten 
als jene, welche man durch B und die Tangente von A2 in (pr/) 
legen kann 

Diese Ebene A" berührt aber dann die Fläche längs der gan/.on 
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Ausdehimng der Doppellinie D, da sie die Flüche in einer zu ]> 
tinendlich nahen Geraden schneidet. 

Wir haben also auch hier in jedem Punkte der Doppellinie 
J) zwei Tangentialebenen der Fläche, nämlich erstlieh die fixe Ebene 
K und dann die durch ö und die Erzeugende des betreffenden 
Punktes gehende Ebene. Ebenso kann man eich dui'ch jeden Punkt 
der Doppellinie ß zwei Erzeugende gehend denken, nämlich ein- 
mal die mit D zusammenfallende. Erzeugende ^' und dann die von 
D verschiedene Erzeugende. 

Für den Punkt p, aber auch nur für diesen, fallen die beiden 
Tangentialebenen in die K und die beiden Erzeugenden in die Dop- 
pellinie I>. 

Der Punkt p' absorbirt also die beiden Cuspidalpunkte v, 
10 und die Ebene K absorbirt die beiden Doppelebenen Vu, (0,3 
und gleichzeitig die beiden Cuspidal ebenen v, co, Ueberdiess fallen 
die beiden singulären Erzeugenden r^, W,; mit der Doppellinie J) 
zusammen, so dass das Haupttetragder, dessen wir im vorigen Artikel 
Erwähnung thaten, hier durch D und die Ebene l{ repräsentirt wird. 
„Die Cayley'sche Fläche besitzt nur einen Cuepidal- 
punkt und nur eine Cuspidalebene, welche die EMäche 
längs der ganzen Ausdehnung der Doppellinie i* berührt." 
Wir haben früher gezeigt (siehe Artikel 27.), dass wenn bei 
einer Eegelfläche dritter Ordnung im Allgemeinen die beiden Cus- 
pidalpunkte zusammenfallen, die Fläche in ein Hyperboloid dege- 
neriren müsse. In diesem Falle jedoch ist das Zusammenfallen 
der beiden Cuspidalpunkte begleitet von einem Ziisammenf allen der 
beiden Leitlinien, weshalb die Betrachtungen des erwähnten Artikels 
hier nicht Platz greifen können. Das Zusammenfallen der beiden 
Cuspidalpunkte v, lo im Punkte p' bewirkt aber hier, dass die ein- 
deutige Reihe D und das zweideutige Tangentenebenenbüschel D pro- 
jectivisch werden; denn in der That hat die Fläche F^ in diesem 
Falle in den Punkten von D dieselben Tangentialebenen wie das 
Hyperboloid H. 

Weil die Ebene K die Fläche längs der Doppellinie I> berührt, 
so wird jeder ebene Schnitt der Fläche diese Ebene berühren müssen. 
Wenn wir also zwei Kegelschnitte A^, B^ der Fläche betrachten, 
welche die Doppellinie D in den Punkten a, b sehneiden, so werden 
die Tangenten der Kegelschnitte in diesen Punkten die Schnittlinien 
ihrer Ebenen mit der Ebene K sein. 

Die letzte Erz eugungs weise der allgemeinen Regelfläche dritter 
Ordnung, welche wir im Art. 15. kennen lernten, modificirt sich dem- 
nach für diesen Fall folgend ermass en : 

„Schneiden sich zwei Kegelschnitte in einem Punkte 
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und schneiden sie beide überdies eine Gerade D so, dasa 
sie eine und dieselbe durchs gebende Ebene K berübren, 
so erzeugt eine Gerade, welche die beiden Kegelschnitte 
und die Gerade schneidet, eine Cayiey'sche Eogcll'läebe 
dritter Ordnung, für welche die Gerade eine Doppellinie 
und die Ebene K eine Cuspidalebene ist." 

Schneidet man die Cayiey'sche Regelfläche mit einer beliebigen 
Transversal ebene 0, welche die Doppellinie D im Punkte a trifft, 
so wird die Schnittcurve eine Linie dritter Ordnung C,^ sein, welche 
im Punkte a einen Doppelpunkt besitzt. 

Die Tangenten von C^ im Doppelpunkte « sind leicht anzu- 
geben. Es sind diess vor allem die Schnittlinie von 6 mit der Cus- 
pidalebene K und dann die Schnittlinie von mit der Ebene {DA), 
wenn wir mit A die durch a gehende Erzeugende der Regelfläche 
bezeichnen. Die durch die DoppeUinie D gehenden Ebenen | be- 
stimmen auf I) und C^ zwei projectivische Theilungen, nämlich auf 
I> die Reihe ihrer Berührungspunkte x und auf C,^ das System ihrer 
Schnittpunkte x. 

Die Ebene K berührt die Eläche im Cuspidalpunkte p' und 
schneidet die Curve C^ in einem der beiden Nachbai'punkte des 
Doppelpunktes a. Folglieh entspricht dem Cuspi dal punkte p jener 
Naehbarpunkt des Doppelpunktes a, welcher in der Cuspidalebene liegt. 
Die Ebene {DA) berührt die Fläche im Punkte a und schneidet 
die Curve C^ im zweiten Nachbarpunkte desselben Punktes a, wenn 
man ihn als zur Curve gehörig betrachtet. Es entspricht sich also 
der Punkt a in beiden projectivischen Systemen selbst, während ihm 
ausserdem auf D der Cuspidalpivnkt entspricht^). 

„Wenn sich also auf" einer Geraden D, welche durch 
den Doppelpunkt « einer Curve dritter Ordnung C4* hin- 
durchgeht, eine Punktreihe befindet, welche projecti- 
viseh ist zu einem auf der Curve liegenden Punkte- 
systcm, und es entspricht sich der Doppelpunkt der Curve 
einmal selbst, so ist der Ort der Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte eine Cayiey'sche Regelfläche dritter 
Ordnung, welche D zur DoppeUinie besitzt. Der zweite 
dem Doppelpunkte von C ^^ entsprechende Punkt von D 
ist der Cuspidalpunkt der Eläche." 

Soll die Fläche ur^weidcutig bestimmt sein, so muss in diesem 
Falle auch angegeben werden, welcher Nachbarpunkt von a diesem 
Punkte als zu D gehörig entsprechen soll. Die durch ;?> und den zwei- 
ten Nachbarpunkt gehende Ebene ist die Cuspidalebene der Fläche. 
') Der Doppelpuükt ist nilmlieli als zweimal der Curve C^^ angeliörig zu 
recttien. 
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Man wird leicht erkennen, dass obige Erzeuguiigsart identisch 
ist mit folgender: 

„Sei C^^ eine Curve dvittor Ordnung, welche in « einen 
Doppelpunkt besitzt; D sei eino durch (i gehende Gerade 
und K die Ebene, welche durch D und eine der beiden 
Tangenten von Cj^ in « hindurcbgeht, und es seien den 
durch D gehenden Ebenen a, ß, y die auf dieser Geraden 
liegenden Punkte a, b, c projectivisch zugeordnet. Legt 
man dann durch jeden Punkt von D jene Gerade, welche 
in der ihm entsprechenden Ebene liegt, und die Curve 
C^ schneidet, so entsteht die Caylej'sche Regelfläche 
dritter Ordnung." 

"Würde man dreien beliebig durch D gehenden Ebenen drei be- 
liebige Punkte auf dieser Goraden zuordnen, so würde die in der- 
selben Art erzeugte Eläche von der vierten Ordnung sein, da in 
der Ebene der Curve C^^ ausser dieser Curve auch noch eine Erzeu- 
gende liegen würde, nämlich die Schnittlinie der Curvenebeno mit 
der dem Doppelpunkte von C^ entsprechenden Ebene des Büschels i*. 
In diesem Sinne ist die im 60. Bande von Crelle's Journal auf 
pag. 313 angegebene Erzeugungsart der Cayley'echen Fläche zu be- 
richtigen. 

Es wird dem Leser nicht schwer fallen, die den angeführten 
Erz eugungs arten reciproken Entstehungs weisen der Cayley'schen 
Regelfläche dritter Ordnung aufzufinden. Wir wollen von diesen 
nur die nachstehenden erwähnen: 

„Das Tangentenebenensy,stem eines Kegels zweiten 
Grades und ein ihm projectivisches Ebenenbüschol, des- 
sen Axe den Kegel berührt, erzeugen eine Cayley'sche 
Regelfläche dritter Ordniing." 

„Bewegt sich eine Gerade so, dass sie Tangente bleibt 
zu zwei Kegeln zweiten Grades, welche eine gemein- 
sdiaftlicbe Tangentenebene besitzen und eine Gerade 
in einem und demselben Punkte berühren, so erzeugt sie 
eine Cayley'sche Rogelfläcbe dritter Ordnung." 

Die einer Cayley'schen Fläche harmonisch zugeordnete Fläche 
reducirt sich auf das in der Cuspidalebene liegende Strahlenbüschel, 
dessen Scheitel der Cuspidalpunkt ist. Es folgt diess sofort daraus, 
dass alle der Regolfläche eingeschriebenen Kegelschnitte die Cuspi- 
dalebene berähren und daher diese Ebene der Ort der Pole der 
Erzeugenden bezüglich dieser Kegelschnitte sein muss. 

58. Wir haben schliesslich die Erzeugnisse ein- zwei -deutiger 
Gebilde im Räume für die Fälle zu untersuchen, welche wir im Art, 7. 
nur andeuteten. 
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Nach den bisherigen Betrachtungen kann man aber sofort be- 
zügüch dieses Gegenstandes folgende Sätze aufstellen; 

„Fällt man von den Punkten einer eindeutigen Reihe 
auf die Ebenen eines ihr verwandten zweideutigen Ebe- 
nenbüachels Perpendikel, so erfüllen diese eine liegel- 
fläehe dritter Ordnung, für welche der Träger der Punkt- 
reihe die einfache Leitlinie ist, während die Doppellinie 
unendlich weit liegt, nämlich in den zur Axe des Ebenen- 
büachels senkerechten Ebenen." 

„Fällt man von den Punkten einer zweideutigen Reihe 
auf die Ebenen eines ihr verwandten eindeutigen Ebe- 
nenbüschels Perpendikel, so erfüllen diese eine ßegel- 
fläehe dritter Ordnung, für welche der Träger der zwei- 
deutigen Reihe die Doppellinie ist, während dieeinfache 
Leitlinie unendlich weit Hegt, nämlich in den zur Axe 
des Ebenenbüschels senkrechten Ebenen." 



y Google 



Note A. 

„Die Construction algebraischer Ausdrücke des dritten 

1. Unter den Curven dritter Ordnung sind insbesondere jene 
von Interesse, deren Doppelpunkt tinendlicli weit Hegt, da sich diese 
zur Construction der Functionen dritter Ordnung von einer Variabeien 
eignen. 

Wir woUen den nachfolgenden Betrachtungen ein beliebiges 
scbiefwinkeliges Parallelcoordinatensystem zu Grunde legen und uns 
zunächst mit der Curve beschäftigen , deren Gleichung ' in einem 
solchen Systeme: 

ist. Vor allem anderen erkennt man durch Befreiung der rechten 
Seite vom Nenner, dass die Curve von der dritten Ordnung sei. 
Da zu jedem Werthe von x ein einziger Werth von y gehört, so 
schneidet jede zur Ordinatenaxe parallele Gerade die Curve in einem 
einzigen Punkte, welcher jedoch zweimal selbst unendlich weit rückt. 
Denn y wird unendlich gross, wenn x eine der Wurzeln der Gleichung : 
(2) aa;' + ^x4-j' = 

wird. Wir erkennen demnach, dass die Curve (1) im unendlichen 
Punkte der Ordinatenaxe einen Doppelpunkt besitzt, dessen zwei 
Tangenten die Gleichung (2) besitzen. Da eine Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte bestimmt ist, sobald man diesen und sechs 
weitere Punkte kennt, und da jeder Punkt der Curve (1) durch 
seine beiden Cooi'dinaten bestimmt wird, so wird die Function 

vollkommen bestimmt sein, sobald man zu sechs sonst beliebigen 
Werthen der Variabelen a; die entsprechenden Functionswerthe kennt. 
In der That enthält auch die obige Function sechs von einander 
imabhängige lineare Conetanten, welche sich aus sechs Werthepaaren 
von X und fix) unzweideutig bestimmen lassen. 
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Da wir im II. Theilc die Conatruction einer Curvc dritter Ordnung 
aus dem Doppelpunkte und sechs weiteren Punkten kennen gelernt 
haben, so werden wir auch die folgende Aufgabe als gelöst be- 
trachten können: 

„Man soll die Function: 

ax^ + ßcc + y 
aus sechs ihrer Werthe, welche gegebenen sechs Worthen 
der Variablen X entsprechen, constmiren, d, h. man soll 
zu jedem siebenten Werthe der Variablen den entspre- 
chenden Functionswerth graphisch finden." 

Man wird die sechs Variablen werthe als Abacissen und die 
CO rrespondir enden Functions werthe als Ordinaten in einem beliebigen 
Parallelcoordiiiantensystcme auftragen und wird die erhaltenen sechs 
Punkte als einer Curve dritter Ordnung angehörig betrachten, welche 
im Unendlichen auf der Ordinatenase einen Doppelpunkt besitzt. 
Diese Cnrve ist dann das Bild der vorliegenden Function. Um zu 
einem beliebigen a;- Werthe den cor respondir enden Functionswerth 
zu erhalten, wird man in der Entfernung x vom Anfangspunkte der 
Coordinaten eine Parallele zur Ordinatenax-e ziehen und deren Schnitt- 
punkt mit der Curve finden, dessen Abstand von der Absciesenaxe 
{resp. dessen Ordinate) schon den verlangten Functionswerth dar- 
stellt. Alles diess kann mittels des Lineals allein durchgeführt wer- 
den und zwar selbstverständlich nach Anleitung der im II. Theile 
niedergelegten Entwickelungen. Da sich die letzteren im zweiten 
Theile ziemlich vollständig finden, so können wir auf eine ein- 
gehende Durchführung an diesem Orte Verzicht leisten.') 

Das bei der Vervollständigung zu verwendende zweideutige 
Büschel besitzt seinen Scheitel im unendlich weiten Doppelpunkte 
der Curve, ist somit ein Parallel s trahlbüs chel , bestehend aus zur 
Ordinatenaxc parallelen Strahlen. Zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels kann man einen der sechs gegebenen Punkte machen. Die 
beiden zur Ordinatenaxc parallel an den auftretenden Directions- 
Kegelschnitt gehenden Tangenten sind die Doppelpunktstangenten 
und schneiden die Abscissenaxe in den Kndpunkten der beiden 
Variabelen werthe, für welche die Function unendlich gross wird. 

Die Curve hat ausser dem unendlich weiten Doppelpunkte noch 
einen unendlich weiten Punkt und zwar in der Geraden 



denn schreibt man die Curvengleiehung in der Form 



') Vergleiche II. Tlieil, Art. 15. 
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und set/,t x = oo, so nähert sich ^ der Gronzo — . 

2. „Man soll die Function: 

au|s fünf ihrer Werthe, welche fünf gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen, construiren," 

Für die Curve, welche diesem Falle entspricht, ist die unend- 
lich weite Gerade der Ebene eine Doppelpttnktstangente , was daravis 
hervorgeht, dasa hier der Quotient — für ein unendlich wachsendes 
X den Werth oo annimmt. In diesem Falle erhält man also von 
der Curvc fünf Funkte und den Doppelpunkt nebst einer von seinen 
Tangenten, was zur Construction der Curve ausreicht. Die zweite 
Doppelpunktstangente ist ax -\- ß =^0. 

3. „Man soll die Function: 

ax^ -\- bx^ -\- ex -\- d 
aus vier ihrer Werthe, weiche vier gegebenen Wcrthcn 
der Variablen entsprechen, construiren." 

Die dieser EVnction entsprechende Curve hat offenbar im unend- 
lich weiten Punkte der Ordinatenaxe einen Rüekkehrpunkt , dessen 
Tangente die unendlich weite Gerade ist. Die Curve ist also von 
der dritten Classe, und man hat au ihi'er Construction die Spitze, 
deren Tangente und vier weitere Punkte. (Vergleiche Art. 41. des 
II. Theilcs.) Unter den Functionen dieser Gattung hat die Function 



besonderes Interesse. Die ihr entsprechende Curve hat die Abst 
axe im Anfangspunkt der Coordinalen zur Inflexionstangonte , wor- 
aus eine einfache Construction der Function sich ergibt, (Siehe 
Art. 41. des II. Theiles.) 

4. „Man construire dieWurzeln der cubischon 
Gleichung: 

nx^ -{■ Ix^ -\- cx-\- (? = 0." 

OfEenbai' kommt es darauf zui-ück, die drei Schnittpunkte der 
in 3, behandelten Curve mit der Abscissenaxe des Coordinatensystemes 
zu bestimmen. Man wird diese drei Schnittpunkte am einfachsten 
als die drei Doppelpunkte zweier ein-zweideutiger Punktreihen auf 
der Abscissenaxe finden, in welcher Beziehung wir auf Art. 15. dos 
II. Theiles verweisen. Da die BeBtimmung der drei Doppelelemente 
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zweier auf demselben Ti'äger befindlichen gleichartigen ein -zwei- 
deutigen Gel) ilde darauf zurückkommt, die drei Schnittpunkte eines 
Kreises mit einem Kegelschnitte zu construiren, sobald der vierte 
Schnittpunkt bekannt ist; so sehen wir das übrigens bekannte Er- 
gobniss.,' dass man die cubischen Aufgaben mittels eines Kreisos imd 
, eines durch einen Punkt des Kreises gehenden Kogelachnitta con- 
structiv lösen könne. 

5. „Man conetruire die Function: 

i x^ + h^, + c 

^,^ + ß.^ -(- r 
aus fünf ihrer Werthe, welche fünf gegebenen Werthen 
der Variablen entsprechen." 

Die zugehörige Curve geht durch den unendlich weilen Punkt 
der Abseissenaxe; denn die Curve hat eine zur Abscissenaxe parallele 
Asymptote, da/;'gi( ° - '^^-^ J^ ^ -^) für a; = c3o gleich -- wird. Zu den 
durch die fünf Functions werthe bestimmten fünf Curvenpunkten 
kommt also der unendlich weite Punkt der Abscissenane hinzu, 
wodurch die Curve vollständig gegeben ist und leicht construirt 
werden kann, 

6- „Man construire die Function: 



„^i + ß^ + j, 
aus vier ihrer Werthe, welche gegebenen vier Werthen 
der Variablen entsprechen." 

Die zugehörige Curve hat die Abscissenaxe zur Asymptote und 
man kennt daher von der Curve vier Punkte und dann einen unend- 
lich weiten Punkt nebst dessen Tangente. (Siehe Art. 16, dos 
IL Theiles.) 

7. „Man construire die Function: 



t.,^= + ,3^ + r 
aus drei ihrer Werthe, welche drei gegebenen Werthon 
der Variablen entsprechen." 

Die diesem Falle entsprechende Curve hat die Abscissenaxe zur 
Inflexionstangente , wobei der unendlich weite Punkt der Inflexions- 
punkt ist. Man kennt also von der Curve ausser dem Doppelpunkte 
noch drei weitere Punkte, welche den gegebenen drei Functions- 
werthen entsprechen, und überdiess einen Inflesionspunkt nebst 
dessen Tangente; die Construction der Curve erfolgt nach Art, 21. 
des II. Theiles, 
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Note ß. 
„Construction der Hauptkrümmiingshalbmesser und der 
Haupt-krümmungsriclituTigen bei "beliebigen Flächen. " 
1. Eb sei F eine beliebige Fläche, o ein Punt derselben mid 
die Tangentialebene der Fläche im Punkte o; ferner sei .Vdie Flächen- 
normale in diesem Punkte. Jede durch die Normale N gehende 
Ebene | liefert einen Normals chnitt der Fläche, welchem im Punkte 
ein Krümmungskreis I£ zukommt, dessen Centrum x auf der Flächen- 
normale JV liegt. Wir wollen der Ebene | den in ihr liegenden Krüm- 
mungsmittelpunkt x entsprechen lassen. 

Man erhält, wie sich leicht zeigen lässt, auf diese Art zwei ein- 
zwei-deutige Gebilde, und zwar die eindeutige Punktreihe (x) auf 
der Normale und das zweideutige Ehenenbüschel (^), dessen Axe 
die Normale ist, 

Denn in der That entspricht (sobald nur der iPunkt o keine 
Singularitäten aufweiset) jeder durch N gehenden Ebene | ein und 
nur ein einziger Krümmungsmittelpunkt x, während jedoni Krlim- 
roungsmittelpunkt x zwei Norm als chnitte und folglich auch zwei 
Ebenen | des Büschels N entsprechen. Von dem zuletzt Gesagten 
überzeugt man sich am einfachsten in folgender Weise: 

Man beschreibe aus dem Punkte x als Centrum mit dem Radius 
xö eine Kugel, welche offenbar im Punkte o die Fläche J" berühren 
wird. Die Schnittcurve dieser Kugel mit der Fläche F wird im 
Punkte o einen Doppelpunkt besitzen, dessen zwei Tangenten mit 
der Normale N zwei Ebenen bestimmen, denen, wie leicht zu er- 
kennen ist, der Punkt x als Krümmungsmittelpunkt entspricht. 

Denkt man sich die sämmtlichen, die Fläche F im Punkte o 
berührenden Kugeln, so bilden deren auf der Normale TV liegende 
Mittelpunkte (x) eine mit dem Kugelsysteme projectivische Punkt- 
reihe. Hierbei entspricht der Tangentialebene 0, wenn man sie als 
eine Kngel mit unendlich grossem Radivis betrachtet, der unendlich 
weite Punkt der Normale N , während der Punkt o der unendlich 
kleinen Kugel entspricht, welche durch ihn repräsentirt wird. Jede 
von den Kugeln schneidet die Fläche F in einer Curve, welche im 
Punkte einen Doppelpunkt und folglich ein Tangentenpaar be- 
sitzt- Diese Tangentenpaare sind nun in Involution'), und folglich 
auch die durch sie und die Normale iV gehenden Ebenenpaare. Diese 
Ehcneninvolution ist projectivisch zu der Reihe der Kugelmittelpunhte 
und somit stellen beide zwei ein-zwei-deutige Gebilde vor, 

') Vergleiche Chaslea' GeBohiohte der Qeumetrie pa.g. 340 der deuteclicn 
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Die Doppelstralilen des zweideutigen Gebildes sind die beiden 
Hauptnormabthnilte der Fläche, da sie den beiden stationär berüh- 
renden Kugeln entsprechen. Daher sind die Mittelpunkte dieser zwei 
Kugeln d. h. die Hauptkrümm ungsmittelpnnkte der Fläche die bei- 
den Verzweigungspunkte der eindeutigen Punktreihe. 

Zu denselben Resultaten führt die Untersuchung der bekannten, 
die Krümmungsradien der Norraalschnitte liefernden Gleichung: 

R ~ R, "T it, 
wobei man überdiess die besondere Natur der erwähnten ein - zwei- 
deutigen Verwandtschaft erkennt. 

In der obigen Gleichung sind Jt, und Ä^ die Krümmungsradien 
der beiden Hauptschnitte Vj^, rojj der Fläche F wni B der Krüm- 
mungsradius jenes Normalschnittes |, welcher mit einer der Haupt- 
normalebenen den Winkel 9 einschliesst. Betrachtet man R als den 
bestimmenden Parameter des dem Normalschnitto i, zugehöngen 
Krümmung smittelpunktcs x ') und führt mau das Thcilverhältniss : 

des Normal Schnittes £, bezüglich des Winkels der Hauptschnitte ein, 
so kann obige Gleichung in die Form: 

R {R^ -\- Ril ff^(p) ~ R, n^(i + tf/'^rp) =0 
gebracht werden, was offenbar nichts anderes als die Verwand tschat'ts- 
gleichung zweier ein-zwei-deutiger Gebilde ist. Da R linear und 
ffffp quadratisch in diese Gleichung eintritt, so ist die Reihe der 
Krümmungsmittelpunkte das eindeutige Gebilde, während das Büschel 
der Normalebenen zweideutig ist. 

Für R = R^ erhält man für igip zwei gleiche Wurzeln, nämlich 
(ff(p^=0 und iurif = Äj zwei gleiche unendlich grosse Wer the. Es 
sind also in der That die beiden Hauptschnitte zugleich die Doppel- 
elcmente des zweideutigen Ebenenbüschels und die beiden Haupt- 
krümmungsmittelpunkte ~ v, w wollen wir sie mit dem Früheren 
übereinstimmend nennen — sind die Verzweigungselemente der ein- 
deutigen Punktreihe auf N. 

Aus der Verwandtschaftsgleichung folgt: 

und aus diesem Ausdruclie erkennt man, dass R gleich Null wird, 
wenn : 

l + ig'cp = 

I) Es ist oS = ft. 
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ist; d. Ii. wenn; 

ist. Dem Fusspunkto o der Normale N entsprechen ako im awei- 
detitigen Büschel die durch die Normale JV an den imaginären Kugel- 
krcis gebenden zwei Tangentialebcnon. Sehlicsslicli wirdi?=c»cj, wenn 



'09 = +/"^, 



d. h. dem unendlich weiten Punkte der Normale entsprochen die 
beiden Infi exions normalschnitte der Elächo. 

Wir können das Ergebniss der vorstehenden Betrachtungen in 
folgenden Satz zusammenfassen: 

„Das Büschel der Norm als chnitto einer Fläche in 
einem ihrer Punkte ist mit der Fieibe der zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkte in ein-zwei-deut ig er Beziehung, 
und zwar ist hierbei das Büsche! zweideutig, während 
die Reihe eindeutig ist. Die Verzweigungspunkte der 
eindeutigen Reihe sind dieHauptkrümmungsmittelpunkte 
der Fläche und die Doppelebenen des Büschels sind die 
ihnen entsprechenden Hauptnormalschnitte der Fläche. 
Dem Punkte der Fläche, von dem wir ausgegangen sind, 
entsprechen jene zwei Ebenen des Büschels, welche den 
imaginären Kugelkrois berühren'), und dem \inendlich 
weiten Punkte der Reihe entsprechen die beiden durch 
die Inflexionstangenten der Fläche gebenden Ebenen 
des Büschels." 

2. Da die beiden Doppelelemente des zweideutigen Büschels 
und demnach auch die Verzweigungselemente der eindeutigen Reihe 
in diesem Falle "reell sind, so ist das zweideutige Büschel eomplex. 
Durch die beiden VerzWeigungscl erneute d. h. durch die beiden 
Hauptkrümmungsmittelpunbte wird die Fläcbennormale JV in zwei 
Abschnitte getheilt, nämlich in den reellen und in den imaginären. 
(Siehe II. Tbeil, Art. 4.) Der Fusspunkt o der Normale liegt, da 
ihm ein imaginäres Elementenpaar, des zweideutigen Büschels ent- 
spricht, immer im imaginären Theile der eindeutigen Punktreihe. 
Wenn also die beiden Hauptkrümmungs mitte Ipunkte auf einer und 
derselben Seite von o liegen, so ist der durchs Unendliche gehende 
Theil der Normale der imaginäre Theil, und es entsprechen daher 
dem unendlich weiten Punkte der Noimale zwei imaginäre Elemente 
des zweideutigen Büschels d. h. die beiden Inflexions schnitte sind 
imaginär und folglich die Fläche F beim Punkte o coneav - concav. 
Der Punkt o ist elliptisch. 



') Deshalb stehen die beiden Hatiptnornialachiiitte auf einander senkerecht. 
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Wenn dagegen o zwischen don HaupLkrümmunga mittel punkten v, 
to liegt, d. h. wenn die Hauptkrümmungshalbmesscr entgegengesetzt 
gerichtet sind, so gehört der durchs Unendliche gehende Theil der 
Nonnale dem reellen Theile der eindeutigen Ilcihe an, die Inüexions- 
schnitto sind reell und die Fläche coneav-convcx. Der Punkt o ist 
hyperbolisch. 

Wenn schliesslich einer der Verzweigungspunktc ins Unendliche 
fällt, so ist ein parabolischer Punkt der Fläche. 

3. Es mag auch noch erwähnt werden, dass man zu der Gleichung : 

sehi lui-ht gchiigt, ^\cnn m<in sich die Aufgabe stellt, die Verwandt- 
schattig Weh ung dei beiden ein zweideutigen Gebilde, welche wir 
betr achteten, aufzustellen 

Nachdem man aus den einleitenden Betrachtungen des 1. Artikels 
odei, was ebenso leicht ist, aus der Theorie der Indicatris erkannt 
hat, dass das But,chel dei Normalebenen mit der Reihe der Krüm- 
mungsmittelpunkte m em-zweideutiger Beziehung stekt; nachdem man 
ferner erkannt hat, dass die Doppelebenen des Büschels (als den 
Axen der Indicatrix entsprechend) auf einander senkrecht stehen, 
und dass schliesslich dem Punkte o (als unendlich kleine Kugel 
betrachtet) die den imaginären Kugelkreis tangierenden Ebenen des 
Büschels entsprechen'); kann man dazu sehreiten, die Verwandt- 
schaftsgleichung der beiden Gebilde aufzustellen. 

Bezeichnet man den Parameter, das Theilverhältniss eines Ele- 
mentes des eindeutigen Gebildes mit | und das Theilverhältniss des 
entsprechenden Elementes im zweideutigen Gebilde mit ij, so ist die 
Verwandtschaftegleichung im Allgemeinen: 

|(ßij^-f-öi3 + c) + (ö,^* + *,ii-f c,) = ') 
Wir wollen nun das Theilverhältniss § des Elementes im ein- 
deutigen Gebilde d. h. das Theilverhältniss des Krümmungamittol- 
punktes bezüglich der beiden Verzweigungs punkte v, w (der beiden 
Hauptkrümmungmittelpunkte) bestimmen, und ebenso das Theilver- 
hältniss 7j der entsprechenden Normalebenen in Bezug auf das Paar 
der Doppelebenen v^.,, ra^ nehmen, so dass also, wenn man die beiden 
Ilauptkrümmungshalbmesscr mit Äj und R.i und den variablen 
Krümmungshalbmesser mit R bezeichnet: 

^ ^ fls — /ä 

1) Diess begründet sich geometiisch dadurch diss die unendlich kleine Kugol 
die Tangentenebene der Flüche in emcm unendlich, kleinen Kreiae schneidet, 
welcher mit dem Centrum der Indicit is 1 tK'iT fillt. 

=) I. Theil Ai-t. 4, 
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wird; für das ThcilverhäUniss rj haben wir; 



wobei e die dem Radius ß entsprccliendc Normalebeiie ist. Da abnr 
"12 -L auf oj,; ist, so hat man 

sin i'ij i y\ 

V = - >^ = fS Vij«, 

oder wenn man -^ Vj^b kurz mit ip bezeichnet: 

Die Vcrwandtschaftsgleichung nimmt jedoch nach niiHcror Fest- 
steUung der Grundelementenpaare einen wesentlich einfachen (üharaliter 
an. Da nämlich dem Werthe | = zwei gleiche Werthe tj = 0, und 
dem Werthe | = 00 zwei Werthe tj = + 00 entsprechen müssen , so 
findet man nach kurzer Ueherlcgung, dass in der Verwandte chafta- 
gleichung ; 

« = 0, fi = 0, ö, =0, Ci = 
sein müsse, und dass sich daher diese in die Form: 

bringen lässt. 

Die Einführung der Werthe für l imd i; liefert: 
li. — R , ., 

t^i = '"^^- 
Zur Bestimmung der Constanten « bedienen wir uns der That- 
sache, dass dem Fusspunkte der Normale N die durch sie an den 
imaginären Kugelkreis gehenden zwei Tangentialebenen entsprechen, 
d. h. dass dem Werthe iJ = das Werthepaar 'ö' qs = + j/— 1 
entspricht. 

Setzen wir diese Ausdrücke in die letzte Oleiehung, so ergibt sich: 
n, 

und folglich nimmt die Verwand tscliaftsgleichung die Form: 

R;^Tt = -w,'^'P- 

an, welche sich durch eine einfache Transformation in: 



umsetzen lässt. 

4, Auf Grund der Entwickelungen der ersten zwei Artikel und 
mit Berücksichtigung des im I. Theile Niedergelegten ist es nicht 
schwer, die folgende Aufgabe constructiv aufzulösen: 

„Es sind die Krümmungshalbmesser von drei Nor- 
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Taalschnitten einer Fläche in einem ihrer Punkte gegehen, 
man soll ilic beiden HauptkrümmungsJialbmeaser und. 
Hauptschnitte der Fläche und den Krümmungshalb- 
meaaer eines beliebigen vierten Nornialschnittes con- 
struiren." 

"Wie man sieht, kommt es nui' auf die Vervollständigung ein- 
zweideutigei- Gebilde an, und überdJess auf die Construction der 
Doppel- und Verzweigungselomcnte. Wir wollen uns daher nur 
mit einer skiazirten Auflösung zufrieden stellen. 

Die vorher verwendete Bezeichnung beibehaltend, seien et,, ß„ y, 
drei Normalschnitte , deren Krümmungsradien ö~ä, ob, oc sein mögen. 
Dann entsprechen den drei Punkten a, b, c der eindeutigen Reihe 
auf iV' die drei Ebenen oij, ^j, y, des zweideutigen Ebenenbiischels, 
dessen Axe N ist. Ueherdiess wissen wir, dass dem Fusspunkte o 
der Normale die beiden den imaginären Kugelkreis tangierenden 
Ebenen des Büschels entsprechen. Durch fünf Paar entsprechender 
Elemente sind aber bekanntlich zwei ein -zweideutige Gebilde be- 
stimmt, und demnach ist die Lösung unserer Aufgabe wirklich slcher- 



Es seien A^, By, C^ die Schnittlinien der Ebenen «,, ß^, y^ mit 
der Tangentialebene der Fläche im beti'achteten Punkte o. Dann 
können wir an Stelle des EbenenbUschela das mit ihm perspectivische 
Strahlenbüschel {A^, Äj, C^. . .) setzen und zur Construction verwenden. 
Um die Vervollständigung der beiden Gebilde {a, b,c . . .) und 
{A^,B^,C^ . . .) vornehmen zu können, werden wir die Punktreihe 
mit einem Strahlenbüschel in projectivische Verbindung setzen und 
das letztere an Stelle der ersteren zur Vervollständigung benützen. 
Zu dem Ende denken wir uns die Normale JV so in die Tangential- 
ebene Ö gelegt, dasa der Punkt a auf den ihm entsprechenden 
Strahl A^ fällt, ohne dass jedoch A, mit N zusammenfiele. Nun 
projlciere man die Punktreihe Ofa,bc aus einem willkürlichen Punkte 
t des Strahles ^^ durch das Strahlenbüschel (0, A, B, (f). Man erhält 
so zwei ein- zwei deutige Strahlenbüschel (0, A,B,C. . .') und (^,, B^, 
. C, . . .), wobei sich die gleichbezeichneten Strahlen entsprechen, und 
wobei dem Strahle des eindeutigen Büschels die beiden von o 
nach den imaginären Kreispunkten der Ebene gehenden Strahlen 
des zweideutigen Büschels entsprechen werden. 

Die beiden Strahlenbüschel sind jedoch überdiess in reducirter 
Lage , da sich die zwei entsprechenden Strahlen A, A^ decken. Der 
Beductions kegeis chnitt C^ ist sonach bestimmt und zwar durch folgende 
■ fünf Punkte: als Scheitel des zweideutigen Büschels, {B, B^, (C, (7,) 
als Schnittpunkte zweier Strahlenpaare und schliesslich durch die zwei 
Punkte auf 0, in denen dieser Strahl von den beiden darch o nach den 
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imaginären Kreispunkten von© gehenden Strahlen geschnitten wird; 
diese zwei Schnittpunkte stellen sieh als die Doppelpunkte jener 
Involution dar, in welcher von der rechtwinkligen Strahlenin- 
volution getroffen wird, -welche o zum Scheitel hat. 

Man kennt also von dem Red uctionskegel schnitte C^ drei reelle 
Punkte und die Punktinvolution, welche der Kegelschnitt auf einer 
Geraden bestimmt. Hierdurch ist er bestimmt und kann nach 
bekannten Methoden conetruirt werden.*) Man kann auch den Kegel- 
schnitt C^ durch einen ihm collinear liegenden Kreis ersetzen und 
hat zu dem Bebufe nur o als Collineationscentrum und als die 
Gegenlinie des Systemes C^ zu betrachten, um zu (7j einen Kreis 
als Collineare zu erhalten. 

Wir können hier auf die Detailconstruction selb stvers^nd lieh 
nicht, eingehen. Mittelst des Kegelschnittes C^ kann man nun die 
beiden Büschel o, t vervollständigen und daher auch zu jedem Normal- 
schnitte den betreffenden Krümmungsradius construiren. 

Zieht man von t an den Kegelschnitt C^ die beiden immer reellen 
Tangenten V, W, so schneiden diese die in liegende Normale N 
schon in den zwei Hauptkrümmungsmittelpunkten, und die von o 
nach den Berührungspunkten der Tangenten gebenden Strahlen F,j, 
Wyi sind, als Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels, die beiden 
Hauptkrümmungsrichtungen der Fläche. 

Hiermit wäre also in der That die von uns aufgestellte Aufgabe 
gelöst, 

5. Schliesslich mag nur noch eine Erweiterung der Aufgabe er- 
wähnt werden, welche eintreten kann. Da man nach dem Meunier- 
scben Theorem aus dem Krümm un g a halb m es s er eines beliebigen 
schiefen Schnittes der Fläche durch einfaches Projicieren den 
Krümmungshalbmesser des Normalschnittes ableiten kann,' „so lässt 
sich die letztbebandelte Aufgabe auch für den Fall lösen, 
wenn die Krümmungen dreier beliebigen Schnitte be- 
kannt sind." 

Wir wollen, weil es uns zoitgemäss seheint, nur auf die folgende 
speciellc Aufgabe hinweisen, welche im Vorhergehenden ihre Auf- 
lösung gefunden hat; 

„Man soll in irgend einem Punkte einer Fläche drit- 
ter Ordnung die Hauptkrümmungshalbmesser und die 
Hauptkrümmungsrichtungen construiren." 

Man wird durch den Punkt und durch drei von den 21 Geraden 
der Fläche (drei sind bekanntlich immer reell) drei Ebenen legen, 
die Krümmungsradien der Kegelschnitte, in denen diese Ebenen die 

') Verglejolie Steiaer's Vorfeeimgen von H. Scti'ütor, pag. 154. 
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Fläche schneiden, im betreffenden Punkte construiren , und nach 
obiger Anleitung weiter verfahren. 

Wir hoffen, dass die constructive Durchführung keine Schwierig- 
keiten bieten werde. 



Note 0. 

„Die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelptmlite als 
Erzeugnisse krummer projectlvischer Gebilde." 

1. Im 54. Bande des Crelle'sehen Journals für reine und ange- 
wandte Mathematik pag. 31 behandelt Schröter in einer schönen Ab- 
handlung die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde. Da 
eich unter diesen Erzeugnissen auch die von uns im ei'sten Theile 
behandelten Curven vorfinden , und die betreffenden Untersuchungen 
sich schwer in die dortigen Ent Wickelungen einfiechten Hessen, so 
wollen wir in dieser Note in Kürze auf diesen Gegenstand zurück- 
kommen. 

Hierbei müssen wir selbstverständlich darauf verziehten, die 
Schröter' sehen Betrachtungen in ihrer Gesammtausdehnung zu wieder- 
holen, wesshalb wir auf die schon erwähnte interessante Abhandlung 
verweisen. Es sei C^ ein Kegelschnitt und Träger eines Tangenteii- 
systemes A, B, C . , . und ä ein Punkt und Scheitel eines dem Tan- 

gentensyateme projecti vi sehen Straklenbüachels ^j, Pj, (7, , so 

kann, man den Ort des Schnittpunktes zweier entsprechender Ele- 
mente der beiden Gebilde verfolgen, welcher selbstverständlich eine 
Curve sein wird. 

Um den Grad des Erzeugnisses zu bestimmen, hat man die 
Frage zu beantworten, wievielemal es geschieht, dass sich zwei 
entsprechende Elemente der beiden Gebilde auf einer beliebigen 
Transversale schneiden. 

Es sei T die beliebig angenommene Transversale. Um zu den 
Punkten zu gelangen, welche der fragliche Ort mit derselben gemein 
hat, stellen wir folgende Verwandtschaft fest: 

Ein Strahl JC, des Büschels S trifft die Transversale T in einem 
Punkte (J'j T) , aus welchem sich an den Kegelschnitt (7j zwei Tan- 
genten Y,Z legen lassen, denen im Büschel -d nach der früher fest- 
gesetzten projectivischen Beziehung zwei Strahlen r,,Zi entsprechen 
werden. Wir ordnen nun dem Strahle X^ die beiden Strahlen Y^, Z^ zu. 

Da die aus den einzelnen Punkten von T an den Kegelschnitt C.^ 
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gehenden Tangentenpaare {y Z) eine Involution bilden, so werden 
auch die Stvahlenpaare (i'p Zj) eine Involution bilden, von welcher 
je ein Strahlenpaar einem Strahle Ä, entspricht. Man erhält so am 
Scheitel d zwei ein-zweideutige Strahlenbüschel, deren Doppelsti-ahlen 
offenbar die Transversale T in solchen Punkten treffen, in denen 
sich zwei entsprechende Elemente der beiden projectiviachen Gebilde 
schneiden. 

Da nun zwei ein-aweideutige Gebilde, welche sich auf demselben 
Träger befinden, drei Doppelelemente besitzen, so wird es auf jeder 
Transversale drei Punkte des fraglichen Ortes geben, d. h. dereelbe 
ist eine Curve dritter Ordnung. Auf jeder durch den Punkt d 
gehenden Geraden A^ befindet sieh ein Punkt der Curve, welcher 
sich als der Schnitt von A.^ mit der diesem Strahle entsprechenden 
Tangente A des Tangentensystemes C.^ darstellt. Zweimal geschieht 
es nun, dass dieser Punkt mit dem Scheitel 8 des Sti-ahlenbüschels 
zusammenfällt. Es lassen sich nämlich durch d an (^^„zwei Tangenten 
G und G' legen, denen im Strahlenbüschel zwei Strahlen G,, G/ pro- 
jectivisch entsprechen werden. Für diese zwei Strahlen fallen die 
auf ihnen liegenden Curvenpunkte mit d' zusammen. Es ist also d 
ein Doppelpunkt der Curve und G,, Gj' sind die Tangenten der Curve 
in diesem Punkte, Wir können also das Ergebniss der vorher- 
gehenden Betrachtung folgendennassen zusammenfassen: 

„Ein Strahlenbüschel 6 schneidet ein ihm projec- 
tivisches Tangentensystem auf einem Kegelschnitte Cj in 
einer Curve C^" dritter Ordnung, für welche der Scheitel 
des Büschels ein Doppelpunkt ist. Die den durch d 
gehenden Tangenten des Kegelschnittes G, projeetivisch 
entsprechenden zwei Strahlen des Büschels ä sind die 
Doppelpunktstangenten der Curve." 
Hieraus folgt unmittelbar: 

„Der Doppelpunkt der erzeugten Curve ist ein eigent- 
licher, ein isolirter oder aber eine Spitze, je nachdem 
er ausserhalb, innerhalb, oder auf dem Kegelschnitte C^ 
liegt." 

Wenn d auf dem Kegelschnitte C.^ liegt und somit ein Rück- 
kehrpunkt der Curve G^^ ist, so ist die Rückkehrtangento jener 
Strahl des Büschels d, welcher der Tangente des Kegelschnittes G.^ 
im Punkte 3 projeetivisch entspricht. 

Nach dem Gesetze der Eeciprocität erhält man aus den zwei 
vorstehenden Sätzen den folgenden: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
projeetivischen Punktreihen, von denen eine auf einer 
Geraden und eine auf einem Kegelschnitte sich befindet, 
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umhüllen eine Curve dritter Classe (vierter Ordnung), 
für weiche der Träger der geraden Punktreihe eine 
Doppeltangente ist. Die Berührungspunkte der Doppel- 
tangente entsprechen projectivisch ihren Schnittpunkten 
mit dem Kegelschnitte. Die Doppeltangente ist eine 
eigentliche, eine ideelle oder eine Inflexionstangente, 
jenachdem sie den Kegelschnitt schneidet, nicht schnei- 
det, oder herührt." 

2. Wir hahen im vorigen Artikel die drei Schnittpunkte der 
Geraden T mit der durch ein Strahlenbüsehel und ein ihm projec- 
tivisehes Tangentensystem eines Kegelschnittes erzeugten Curve C^^ 
als die drei Doppelpunkte zweier einzweideutigen auf T liegenden 
Punktreihen kennen gelernt; nämlich jener Punktreihen , in denen 
die Transversale T die beiden betrachteten einzweideutigen coneen- 
trischen Büschel schneidet. Die Auffindung dieser drei Schnittpunkte 
ist folglich äquivalent der Auflösung einer cubischen Aufgabe. Es 
ist bemerkenswerth , dasa sich diese Aufgabe in eine des, ersten und 
eine des zweiten Grades zerlegt, falls die Gerade T eine Tangente 
des Trägers C^ ist. Denn in diesem Falle ist einer von den drei 
Schnittpunkten jener, in welchem T von dem ihr entsprechenden 
Strahle T^ des Büschels S geschnitten wird, und kann somit mittelst 
des Lineals allein consti-uirt werden. Die beiden anderen Schnitt- 
punkte ergeben sich als die zwei Doppelpunkte zweier projeetivischen 
Punktreihen auf T, nämlich der durch das Büschel d und der ihr 
projeetivischen durch das Tangentensystem auf T bestimmten Punkt- 
reihe. 

Wenn schliesslich die Transversale T durch den Doppelpunkt ö 
hindurchgeht, so schneidet sie C^ ausser in diesem, nur noch in 
einem Punkte, welcher leicht lineal construirt werden kann. 

Da das Strahlenbüschel Ö projectivisch ist mit dem Tangenten- 
systeme C.J, so ist es auch projectivisch mit dem Punktsystem, in 
welchem der Kegelschnitt Cj von dem Tangentensystem berührt wird. 
Lässt man nun jedem Punkte a von Cj das Punktepaar «^, «j 
desselben Kegelschnittes entsprechen, in welchem er von dem 
Strahle Aj geschnitten wird, welcher der. Tangente A von a projec- 
tivisch entspricht, so erhält man auf C^ zwei einzweideutige Punkt- 
systeme, deren drei Doppelebenen offenbar drei dem Kegelschnitt 
und der Curve C^^ gemeinsame Punkte sind. Denn ist z. B. ä einer 
von den drei Doppelpunkten, so musa der Tangente ß von (7, in d 
der nach diesem Punkte gehende Strahl jp, des Büschels S projectivisch 
entsprechen, und somit ist d als Schnittpunkt zweier entsprechen- 
den Elemente ein Punkt des Erzeugnisses ^4^ 

Ueberdiess zeigt eich, dass in einem solchen Doppelpunkte, 
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wie 6s d ist, die Curve C,^ den Träger C^ berührt. Denn um z. B. 
die ausser Ü auftretendeo Sclmittpunkte von B mit C/ zu finden, 
erinnere man sich, dass dieselben sich als die beiden Doppelpunkte 
jener zwei projecti vischen Punlttreihen darstellen, welche das Büschel 
S und das Tangentensystera C^ au£ ß bestimmen. In unserem Falle 
erkennt man aber sofort, dass d einer von diesen Doppelpunkten 
ist, so dass also in d zwei von den Schnittpunkten der Geraden D 
mit C4* vereinigt sind; folglich berührt wirklich die Curve C^^ den 
Kegelschnitt C^ in dem Punkte d. Ebenso für die beiden anderen 
Doppelpunkte. 

,,DasErzeugni8sC4^ der beidenprojeetivischen Systeme 
C5, ä wird vom Träger C^ des Tangentensystemes drei- 
fach berührt." 

Die drei Berührungspunkte kann man auch in folgender Weise 
direct erhalten. 

Man projiciere aus einem beliebigen Punkte / des Kegelschnittes 
Cj das System a,i, c . . . . der Berühmngspunkte des Tangenten- 
systemes^, B,C . . . ., so erhält man ein Strahl enbUschel Ä, B', C . . ., 
welches offenbar projectivisch sein muss zum Strahlenbüsehel A^, B^, 

Cj 

Die beiden projectivisch en Strahlenbüschel rf, t worden einen 
Kegelschnitt Z erzeugen, welcher mit dem Ti-äger C^ ausser dem 
Punkte t noch drei weitere Punkte d, rf', (P gemein haben wird. 

Diese drei Punkte d,d\<P sind jedoch nichts Anderes als die 
Berührungspvmkte von C^ mit C^. 

3. Man kann jede Curve dritter Ordnung C^^, welche einen 
Doppelpunkt S besitzt, auf doppelt unendlich viele Arten als das 
Erzeugniss eines Strahlenbusch eis dessen Scheitel S, und eines pro- 
jectivischen Tangentensystemes, dessen Träger ein die Curve drei- 
fach berührender Kegelschnitt ist, betrachten. Ist nämlich C^ ein 
solcher Kegelschnitt, welcher die Curve C^ in den drei Punkten d, 
df', rf^ berührt, so lasse man die Tangenten B, D^, B' desselben in 
diesen drei Punkten projectivisch den drei Strahlen D^, D^, B^ ent- 
sprechen, welche sich aus dem Doppelpunkte ö der Curve C^ nach 
den resp. Punkten d, d', ä^- ziehen lassen. 

Durch diese drei Elementenpaare i*, i*,; i)', B^^\ B"^, B^ ist die 
projectivische Beziehung der beiden Systeme festgesetzt, und ihr 
Erzeugniss wird eine Curve C^ sein, welche mit der ursprünglich 
angenommenen identisch sein muss, da sie dieselbe in drei Punkten 
berührt und denselben Doppelpunkt besitzt. 

Aus dem vorletzten Satze des vorhergehenden Artikels ergeben 
sieh sofort folgende bemerkenswei'the Resultate: 

„Besitzt eine Curve dritter Ordnung einen eigent- 
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liehen Doppelpunkt, so liegt dieser ausserhalb aller die 
Curve dreifach berührenden Kegelschnitte. Ist jedoch 
der Doppelpunkt isolirt, so liegt er innerhalb aller dieser 
Kegelschnitte." 

Wenn der Scheitel S auf dem Kegelschnitte C^ liegt, so entsteht 
nach Früherem eine Curve C^^ dritter Ordnung und Olasse, für welche 
S eine Spitze ist. Die Spitzentangente entspricht projeetivisch der 
Kegelschnittstangente im Punkte Ö. 

In diesem Falle ist der Träger C^ ein nur zweifach die Curve C-^^ 
berührender Kegelschnitt. Denn das Strahlenbüscbel d (A, , B.^, 
Ci . . .) bestimmt auf dem Kegelschnitte C^ eine Punktreihe, welche 
projeetivisch ist zur Reihe der Berührungspunkte des Tangenten- 
systemes (A, B,C . . ,). Diese beiden projectiyisehen auf C^ liegen- 
den Punktreihen werden zwei Doppel piinkte besitzen, in denen C^ 
die Curve C^ herühron muss. 

Umgekehrt kann man jede Curve C^ dritter Ordnung und Classe 
auf doppelt unendlich viele Arten als das Erzeugniss eines Strahlen- 
büscheis und eines ihm projectiyisehen Tangentensystemes auf einem 
Kegelschnitte betrachten. Ist nämlich G^ ein die Curve C^ zweifach 
berührender Kegelschnitt, welcher durch die Spitze ö der Curve hin- 
durchgelit, und man lässt den beiden von S nach den zwei Be- 
rührungspunkten gehenden Strahlen die Tangenten von Cj in diesen 
Punkten projeetivisch entsprechen, während der Spitzentangente von 
C^ die Kegelschnittstangente von S entspricht, so erzeugen die beiden 
projectiyisehen Gebilde die Curve C^. 

4. Wir wollen uns in diesem Artikel etwas eingehender mit der 
eigentlich bereits gelösten Aufgabe: 

,,Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt Ö besitzt und einen gege- 
benen Kegelschnitt C^ in drei gegebenen Punkten be- 
rührt" 

beschäftigen. Es sei, wie früher 5 der Doppelpunkt, C^ der ge- 
gebene Kegelschnitt und rf, d', d' die drei Punkte desselben, in denen 
er von der gesuchten Curve berührt werden soll. Wir können nach 
Früherem die Curve als das Erzeugniss zweier projecti vischen Syeteme 
betrachten, nämlich eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel b und 
eines ihm projectiyisehen Tangentensystemes auf dem Kegelschnitte 
Cj. Zu dem Ende braucht man nur den drei Tangenten D, J)\ Jfi 
des Kegelschnittes C.^ in den drei Punkten d, d', d', die drei nach 
diesen Punkten gehenden Strahlen ß^, /J,', J),^ des Büschels ü zuzu- 
ordnen. Zu Ende des 2. Artikels wurde eine Vervollständigungs- 
methode der beiden projectivischen Gebilde angegeben, bei welcher 
man sich irgend eines durch die vier Punkte S, d, d\ d^ gehenden 
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Kogelsehnittes T bedienen kann. Wir wollen liier dieselbe Methode 
zur Vervollständigung benutzen, ihr jedoch eine besonders einfache 
Gestalt geben. 

Der Strahl J), wird den Kegelschnitt 6'j ausser im Punkte d 
noch einmal, etwa im Punkte ; achneiden. Wir projicieren nun aus 
diesem Punkte ( das Beriihrungspunktsystem des Tangentensystemesi>, 
5', B^ . . . . durch ein Strahlenbüschel B', ß'' B'^' . . ., welches offen- 
bar projectivisch ist mit dem Strahlenbüschel D^, B^^, B^ , da ja 
beide projectivisch sind mit dem Tangenten Systeme B, i)', ü^ . . . 

Die beiden Strahlenbüsehel sind überdiess perspectivisch, weil in 
der Verbindungslinie St ihrer Scheitel ein Paar i>i, B' von ent- 
sprechenden Strahlen vereinigt sind. Entsprechende Strahlen beider 
Büschel werden sich somit auf einer Geraden schneiden müssen. 
Von dieser Geraden — dem perspectiv ischen Durchschnitte beider 
Büschel — besitzen wir zwei Punkte, nämlich d' als Schnitt der bei- 
den entsprechenden Strahlen B^, /*'', und (f als Schnitt von i?,"' mit 
B"" . Es ist also die Gerade rf' ä^' = Z der perspectiv! sehe Durch- 
schnitt beider Büschel. Um nun den auf einem beliebigen durch S 
gehenden Strahle X^^ liegenden Punkt der Curve C^ zu finden, ver- 
binde man den Schnittpunkt, welchen X^ auf Z bestimmt, mit t und 
aiehe in dem Schnittpunkt dieser Geraden und des Kegelschnittes C^ 
an letzteren die Tangente X, welche X^ in dem verlangten Punkte 
schneiden wird. 

Die Gerade Z wird die Curve C/ ausser in rf' und rf^ noch in 
einem dritten Punkte schneiden, den man leicht als jenen Punkt m, 
erkennt, in welchem Z von der Tangente des Kegelschnittes C^ im 
Punkte l geschnitten wird. Denn in der That ist dann am der der 
Tangente tm projectivisch entsprechende Strahl des Büschels S und 
folglich m ein Punkt der Curve C^. 

Da man nun ebensowohl d' oder rf- zur vorstehenden Con- 
struction verwenden kann, eo ergibt sich nebenbei folgender Satz 
bezuglich der die Curve C^ dreifach berührenden Kegelschnitte: 

„Projieirt man die drei Berührungspunkte {d, d^, d^) 
eines die Curve C^' dreifach berührenden Kegelschnittes 
Cj aus dem Doppelpunkte S wieder auf den Kegelschnitt, 
und legt in den drei erhaltenen Punkten {t,t'',fi) an den 
Kegelschnitt die drei Tangenten (;m, ;'wi^, i^m^), so schnei- 
den diese die correspondirenden Seiten des Berührungs- 
punktedreiecks in ihren dritten Schnittpunkten (m, m^, 
m^) mit der Curve C^^. 

' Die drei Punkte m, m\ m'' müssen, wie aus dem Zusammenhange 

der Figur hervergeht, und wie bekannt ist, in gerader Linie liegen. 

Wenn di(> beiden Punkte tV und <?' unendlich nahe rücken, so 
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wird die Gerade S eine Tangente des Kegelschnittes C.^ , welcher in 
ihrem Berührungspunkte einen Contact dritter Ordnung mit der 
Curve C^ eingeht. 

Hierin liegt die Lösung der folgenden Aufgabe: 
„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt^ besitzt, einen gegebenen 
Kegelschnitt C.^ in einem bestimmten Punkte ä einfach 
berührt, und mit ihm an einer zweiten Stelle rf' eine Be- 
rührung dritter Ordnung eingeht." 

Man wird sich den Punkt i als aweiten Schnittpunkt des Kegel- 
schnittes C^ mit der Geraden 8d bestimmen und an Stelle von rf' rf'^ 
die Tangente Z des Kegelschnittes im Punkte rf' treten lassen. 

Wenn schliesslich alle drei Punkte 4, (P, d^ unendlich nahe zu- 
sammenrucken, so wird der Kegelschnitt 0^ an der betreffenden 
Stelle mit der Curve C^^ einen Contact fünfter Ordnung eingehen, 
d. h. mit ihr sechs unendlich nahe auf oinanderf olgende Punkte ge- 
meinschaftlich haben, 

Ist d dieser Contactpunkt , so tritt an die Stelle von T die Tan- 
gente des Kegelschnittes Cj ^^ Punkte d, während ( auch hier der 
zweite Schnittpunkt von C^ mit äd sein wird. 

Damit haben wir eine einfache Losung für folgende Aufgabe 
gefunden : 

,,Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen gegebenen Doppelpunkt d besitzt und einen ge- 
gebenen Kegelschnitt Cj in einem gegebenen Punkte d 
fünfpunktig berührt," 

Der Pol von d d genommen bezüglich des Kegelschnittes C.^ wird 
in diesem Falle ein Inflexionspunkt der Curve dritter Ordnung, und 
S d seine harmonische Polare bezüglich der Curve. 

Aus dem über Curven dritter Ordnung und Classe Gesagten 
wird es dem Leser nicht schwer fallen, eine Auflösung für folgende 
Aufgabe zu finden: 

„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, welche 
einen Eückkehrpunkt besitzt, in diesem eine gegebene 
Gerade berührt und überdieas einen gegebenen Kegel- 
schnitt in einem gegebenen Punkte dreipunktig berührt." 
Ebensoleieht wird es sein, die reciproken Resultate aufzustellen 
und die reciproken Aufgaben zu lösen. 

5. Wenn das Strahlenbüsehel S und das Tangentensystem am 
Kegelschnitte C^ durch je drei Elementenpaare A^ A, B^ B, Cj C ge- 
geben sind, so kann man zur Vervollständigung dieser projecti vi sehen 
Gebilde einen Weg einschlagen, bei welchem man die beiden Ge- 
bilde mit zwei perspectivischen Punkti-eihen in Verbindung setzt. 
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Schneidet man nämlich das Strahle nbüschel -4,, ^i, C, . . . . mit der 

einen der drei Tangenten z. B, mit ^ in einer Punktreih o «i,*,,^,, 

und schneidet man dann auch das Tangentenaystem A,B,C. ... mit 
der durch den Punkt (^^1) = «, ausser A gehenden zweiten Tan- 
gente Ä' des Kegelschnittes C^ in einer Punktreihe ii,b,c.,.\ ao wer- 
den die beiden Punktreihen projectivisch sein und üherdiess perspec- 
tivisch liegen, da im Punkt {AAy) ein Paar entsprechender Punkte 
a, a^ vereinigt sind. Das perspectivische Centrum der beiden Reihen 
ergibt sich als der Schnittpunkt p der Geraden hh^y cc^. 

- Wie man nun mittelst des Centrums c die beiden projecti vischen 
Gebilde C^ und S vervollständigt, und hiedurch die durch sie er- 
zeugte Curve C^ construirt, bedarf wohl keiner weiteren Ausein- 
andersetzung. Auf etwas mag jedoch hingewiesen werden. Zieht 
man nämlich von p an den Träger C^ die beiden Tangenten, so 
schneiden diese die Tangente A in zwei der Curve C^^ angehörigen 
Punkten, wovon eich der Leser leicht überzeugen kann. 

6. Wir haben früher gesehen, dass jede Curve dritter Ordnung 
auf unendlich viele Arten als das Erzeugniss eines Strahlenbüschels 
und eines ihm projecti vi sehen Tangentensystemes an einem Kegel- 
schnitte betrachtet werden kann. 

Von solchen Curven haben insbesondere die Fusspunktcurven 
der Parabel ein specielleres Interesse. Wenn P, eine Parabel und 
8 ein beliebig in ihrer Ebene liegender Punkt ist, so kann man auf 
jede Tangente T von P^ ans S eine Senkrechte T^ fällen, welche die 
Tangente in einem Punkte t durchschneidet. Der Ort des Punktes 
( ist ^e Fusapunktcurve der Parabel P^. 

Wenn T das ganze Tangenten System der Parabel durchläuft, 
so besehreibt das Perpendikel T^ um S ein Strahlenbüsehel. Jeder 
Tangente von P.^ entspricht in dieser Weise ein Strahl des Büschels 
S und umgekehrt ^). Schon hieraus könnte man auf die Projectivi- 
tät des Strahlenbüschels S und des Tangentensystemes P^schliessen. 
Es ergibt sich diese Projectivität direct auch durch folgende einfache 
Betrachtung, Das Tangentensystem der Parabel /• bestimmt auf der 
unendlich weiten Geradon der Ebene eine ihm projecti visehe Punkt- 
reihe, da die unendlich weite Gerade auch eine Tangente der Parabel 
ist. Indem man nun von S aus auf die einzelnen Tangenten der Parabel 
Senkrechte fällt, verbindet man eigentlich den Punkt S mit jenen 
Punkten der unendlich weiten Geraden, welche bezüglich der beiden 
imaginären Kreispunkte conjugirt hannonisch sind zu den \mendlich 
weiten Punkten der betreffenden Parabeltangenten. Nun ist das 

') Weil man senkeecht za einer GeradoE an eiiio Parabel nur eine einzige 
Tangente legen karni. 
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Tangenten System der Pai-abel projectiviseh mit der Rcilie aeinov vm- 
endlich weiten Punkte, und diese ist involutoriach mit der Reihe der 
conjugirt harmonisclieii in Bezug auf die imaginären Kreispunkte, 
und letztere ist perspectiviscli mit dem Strahlenbüschel d; hieraus 
fliesst sofort die Projectivität des Tangentensystem ee der Parabel P^ 
und des Perpenditelbüschels S. Das Erzeugniss der beiden Gebilde 
ist demnach eine Curve dritter Ordnung, welche in ä einen Doppel- 
punkt besitzt. Den beiden durch d auf die Parabel P.^ gehenden 
Tangenten entsprechen die in Ö an sie errichteten Pei-pendikel, woraus 
folgt, dass die Letzteren die Doppelpunktstangenten der erzeugten 
Curve sind. Ueberdiess geht aus der Erzeugungsart der Curve 
hervor, dass sie durch die beiden imaginären Kreiepunkte hindurch- 
gehen müsse. Denn jenen Tangenten der Parabel, welche durch 
diese Punkte hindurchgehen, entsprechen im Strahlenbüschel d die 
beiden nach diesen Punkten gehenden Strahlen (weil eine Gerade, 
welche durch einen der imaginären Kreispunkte hindurchgeht. Nor- 
malen besitzt, welche zu ihr parallel sind). Wir können daher die 
letzten Ergebnisse in folgenden Satz zusammenfassen: 

„Die Fusspunktcurvc einer Parabel P.^ für einen be- 
liebigen Punkt lä ihrer Kbene als Pol ist eine Curve drit- 
ter Ordnung, welche im Pole d einen Doppelpunkt besitzt 
und daselbst jene zwei Geraden berührt, welche senke- 
recht sind zu den beiden durch den Pol an die Parabel 
gehenden Tangenten. Die Fusspunktcurvc enthält die 
beiden imaginären Kreispunkte und schneidet die unend- 
lich weite Gerade zum dritten Male in dem unendÜch 
weiten Punkte der Parabeldirectrix." 

Der letzte Theil des Satzes ergibt sich einfach durch folgende 
Betrachtung. Kähert sich die Parabeltangente TAev unendlich weiten 
Geraden, so nähert sich ihr unendlich weiter Punkt der Axenrichtung 
der Parabel und folglich nähert sich die aus d auf die Parabeltangente 
gefällte Senkrechte der aus S auf die Axe gefällten Senkerechten, 
wodurch man sofort zu dem letzten Ausspruche des Satzes gelangt. 
Aus dem Früheren geht überdiess sofort auch folgender Satz 
hervor: 

jjDie Fusspunktcurvc der Parabel berührt die Para- 
bel dreimal und zwar in den Fusspunkten der drei vom 
Pole auf die Parabel gefällten Senkrechten." 

Wie man diese drei Fusspunkte als Schnitte der Parabel mit 
einem Kegelschnitte finden kann, wird der Leser aus den Entwicke- 
lungen des 2. Artikels entnehmen können. Man kann jede Curve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte, welche durch die beiden 
imaginären Kreispunkte hindurchgeht, als die Fusspunktcurvc einer 
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bestimmten Parabel betrachten. Denn eicht man aus dem Doppel- 
punkte einer solchen Curve nach vier Punkten derselben Radien- 
Voctoren, und errichtet auf diese in ihren Endpunkten Senkrechte, 
so muss die Fuaepunktcurve der diese Senkrechten berührenden Pa- 
rabel für den Doppelpunkt als Pol mit unserer ursprünglichen Curve 
identisch sein. Denn sie besitzt mit ihr einen gemeinschaftlichen 
Doppelpunkt und sechs weitere gemeinschaftliche Punkte, nämlich 
die Endpunkte der vier Radien -Vectoren und die beiden imaginären 
Kreis punkte. 

Wir können dieses Ergebniss in folgender Weise aussprechen: 
„Zieht man aus dem Doppelpunkte einer Curve drit- 
ter Ordnung, welche durch die beiden imaginären Kreis- 
punkte hindurchgeht, nach den einzelnen Curvenpunkten 
Radienvectoren und errichtet in deren Endpunkten Senk- 
rechte auf dieselben, so umhüllen diese Senkrechten eine 
Parabel." 

Hierin liegt gleichzeitig eine einfache Auflösung folgender Aufgabe : 
„Eine Curve dritter Ordnung zu construiren, weiche 
einen gegebenen Doppelpunkt besitzt, und durch vier 
gegebene Punkte und die imaginären Kreispunkte hin- 
durchgeht," 

Ebenso leicht erkennt man die Richtigkeit folgenden Satzes: 
„Befindet sich in einer Ebene eine gerade Punktreihe 
und ein ihr projectivisches Strahlenbüsehel, so ist der 
Ort der Fusspunkte der von den Punkten der Beihe auf 
die ihnen resp, entsprechenden Strahlen des Büschels ge- 
fällten Perpendikel eine Curve dritter Ordnung, welche 
durch die imaginären Kreispunkte hindurchgeht und den 
Büschelseheitel zum Doppelpunkte besitzt." 

7. Unter den Fusspunkteurven haben jene ein besonderes Inte- 
resse, welche ihren Doppelpunkt in der Parabeldirectrix besitzen. 
Es sind diess Curven, welche von den Geometern vielfach behandelt 
wurden und unter dem Namen: „focale a, noe\id" hinlänglich be- 
kannt sind. Diese Curven unterscheiden sich von den Fusspunkt- 
eurven der Parabel im Allgemeinen dadurch, dass die beiden Tan- 
genten des Doppelpunktes immer reell sind und auf einander senk- 
recht stehen. Man gelangt bei den verschiedenartigsten Untersuchun- 
gen und Problemen zu diesen Curven, wesshalb ihnen zuerst unter 
den Curven dritter Ordnung eine besondere Aufmerksamkeit von 
den Geometern zugewendet wurde. 

Quetelet findet die Curve dritter Ordnung, welche er: „fo- 
cale k noeud" nennt, als Ort der Brennpunkte der ebenen Schnitte 
eines geraden Kegels, wobei die Schnittebenen durch einen festen 



y Google 



137 

Punkt des Kegels hiniäiirchgeiicn und auf der den Punkt enthalte- 
nen Kegelkante senkrecht stehen. 

Man gelangt zu derselben Curve auch auf eine der folgenden 
zwei Arten. 

Erstlich erhält man die focale ä noeud als den Ort der Bertth- 
riihrungsp unkte der von einem Punkte an ein System confocaler 
Kegelschnitte gelegten Tangenten oder aber (was eigentlich dasselbe 
ist) als Ort der Fusspunkte der von einem festen Punkte au ein 
System confocaler Kegelschnitte gefällten Perpendikel. 

Die focale ä noeud hat also die bemerkcnswerthe Eigenschaft, 
dass sie bei Kegelschnitten das Problem der Normalen gleichzeitig 
mit jenem der Tangenten löst. 

Zieht man nämlich von einem beliebigen Punkte an einen Ke- 
gelschnitt die beiden Tangenten und die vier Normalen, so liegen die 
beiden Berührungepunkte der ereteren und die vier Fusspunkte der letz- 
teren in einer focale h noeud, für welche der feste Punkt der Dop- 
pelpunkt ist. Diese focale k noeud bleibt dieselbe bezüglich aller 
dem gegebenen Kegelschnitte confocalen Curven und überdiess auch 
für alle confocalen Kegelschnitts Systeme , deren Brennpunkte zwei 
conjugirte Punkte dieser Curve sind. 

Die zwei Doppelpunktstangenten der Curve sind die beiden durch 
ihren Doppelpunkt gehenden, bezüglich eines der zu ihrer Erzeugung 
verwendeten confocalen Kegelschnittssystemes conjugirten Geraden. 
Die beiden Berührungspunkte der zwei vom Doppelpunkte an 
einen Kegelschnitt eines solchen Systemes gezogenen Tangenton sind 
zwei conjugirte Punkte der focale h noeud. 

Dieselbe Curve ist der Ort der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
welche in zwei festen Punkten sich berühren. Der Pol der Berüh- 
rungssehne ist der Doppelpunkt der Curve. 

Eine weitere interessante Constructionsart dieser Curve ist fol- 
gende. Hat man ein System confocaler Kegelschnitte und ein System 
concentriscber Kreise, so ist der Ort der sechs Schnittpunkte der 
vier Tangenten, welche irgend einer Curve des ersten Systemes und 
irgend einer des letzten gemeinschaftlieh sind, eine focale k noeud, 
welche den Mittelpunkt des Kreissysteraes zum Doppelpunkte hat 
und identisch ist mit jener, welche man als Ort der Fusspunkte der 
Normalen erhält oder als Ort der Berührungspunkte der Tangenten, 
die man von dem Doppelpunkte aus an die Curven des Kegel- 
schnittssystemes legen kann. 

Die beiden imaginären Kreispunkte sind, wie man leicht erkennt, 
zwei conjugirte Punkte der focale a noeud, wesshalb die Verbin- 
dungslinien der Paare conjugirter Punkte eine Parabel umhüllen') 
') Vergleiche IL Theil, Art. 11. 



y Google 



138 

und zwar dieselbe Parabel, deren Fusspmiktcnrvc die l'ocalo a 
noeiid ist. 

Der gemeinschaftliche Tangen tiaipnnkt der imaginären Kreis- 
punkte ergibt sich aus der einfachen Bemerkung, dasa er das Cen- 
trum einer auf der focale befindlichen centralen Punktinvolution ist, 
welche sich aus dem Doppelpunkte durch eine rechtwinkelige Strah- 
leninvolution projicirt. Der Raum gestattet nicht, dass wir auf eine 
nähere Begründung des über die focale eben Gesagten eingehen oder 
von deren vielen schönen Eigenschaften Erwähnung thun, wesshalb 
wir es für eine andere Gelegenheit aufsparen wollen. 

8. Schliesslich möge in diesem Artikel die Verallgemeinerung 
einiger für die ITusspunkteurven der Parabel angeführten Sätze, 
welche grösseres Interesse bieten dürften, gegeben werden. 

lilimmt man zwei beliebige Punkte a, h einer Curve C^ als Dop- 
pelpunkte einer auf ihrer Verbindungslinie aJ) auftretenden Punkt- 
involution, und zieht man nach den einzelnen Punkten der Curve C^ 
aus dem Doppolpunkte derselben Eadienvectoren, und verbindet deren 
Endpunkte mit denjenigen Punkten der Geraden ah, welche den 
Schnittpunkten der Radien mit dieser Geraden involutorisch ent- 
sprechen, so umhüllen diese Verbindungslinien einen Kegelschnitt, 
welcher die Curve C^ dreifach berührt. 

Die Curve C^ stellt sich dann als das Erzeugniss eines Strahlen- 
buschcls und eines ihm projectivisehen Tangentensystemes auf dem 
dreifach berührenden Kegelschnitte dar. 

Eine allgemeine Curve C^ dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte entsteht auch als Ort der Berührungspunkte der aus einem 
festen Punkte (dem Doppelpunkte) an eine Kegels chnittsreihe ge- 
legten Tangenten. Die einem und demselben Kegelschnitte entspre- 
chenden zwei Berührungspunkte sind zwei conjugirte Punkte der 
Curve, so wie auch je zwei Gegenecken des Gr\\ndvierseits, welchem 
die Kegelschnitte eingeschrieben sind. Die Doppelpunkt st angenten 
der Curve sind die Tangenten derjenigen zwei Kegelschnitte der 
Reihe, welche durch den festen Punkt hindurchgehen in diesem Punkte. 
Umgekehrt ist es eine bekannte Thatsache, dass die Gegenecken 
eines einer Curve dritter Ordnung eingeschriebenen Vieraeits conju- 
girte Punkte sind. Hat nun die Curve einen Doppelpunkt, so kann 
sie als Ort der Berührungspunkte der Tangenten, welche man vom 
Doppelpunkte aus an die dem Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte legen kann, angesehen werden. 
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Note D. 

„Die windschiefe Raiimcollineation." 

1. In der allgemeinen Anmerkung in Steiner'ä „ sy stein ati scher 
Entwickelung" pag. 251. findet ein Princip — die „schiefe Projec- 
tion" Anwendung zur Uebertragung von Sätzen, weiche für eine 
ebene Figur gelten, auf eine andoro ebene Figur, wobei im Allge- 
meinen einer Curve, «'" Ordnung, welche in der einen Ebene liegt, 
eine Curve 2 «'" Ordnung in der zweiten Ebene entspricht, welche 
drei «-fache Punkte besitzt. 

Wir wollen, auf dasselbe Princip gestützt, den ganzen unend- 
lichen Raum projectivisch auf sich selbst beziehen, so dass jedem 
Punkte ein Punkt, jeder Geraden eine Gerade, jeder Ebene eine 
Ebene, jeder Curve n'*' Ordnung wieder eine solche, jeder Fläche 
^ter Ordnung wieder eine Flftche nJ-"' Ordnung entspricht. 

2, Seien M, N zwei sich nicht schneidende gerade Linien, welche 
wir als fest voraussetze» und die Projectionsaxen nennen wollen. 
Jede Ebene, welche durch die eine Axe geht, schneidet jede Ebene, 
welche durch die zweite Axe geht, in einer Geraden, welche beiden 
Axen begegnet, während auch umgekehrt je zwei Punkte, von denen 
je einer auf einer Axe liegt, eine Gerade (ihre Verbindungslinie) 
liefern, welche mit jeder der beiden Axen in einer Ebene liegt. 
Die Gesammtheit solcher Strahlen, welche beiden Axen begegnen 
und mit jeder Axe in einer Ebene liegen , erfüllen den ganzen Raum 
in einfacher Unendlichkeit und sollen, ihrer Verwendung wegen, die 
sie im Folgenden erhalten, die Projectionsstrahlen heissen. 

Durch jeden Punkt a des Raumes geht ein einziger Projections- 
strahl A; es ist diess die Schnittlinie der beiden Ebenen (aM), (a N). 
Der Strahl A soll dann der dem Punkte « zugehörige Projections- 
atrahl heissen. 

Ebenso liegt in jeder Ebene a des Raumes ein einziger „in ihr 
liegender" Projections strahl A, nämlich die Verbindungslinie der 
Punkte (« M), {a N). 

Die auf den Projectionsaxen M, N liegenden Punkte bilden in- 
sofern eine Ausnahme, als durch jeden solchen unendlich viele Pro- 
jectionsstrahlen, ein Büschel bildend, hindurchgehen, da er mit jedem 
Punkte der Axe, auf welcher er nicht liegt, einen Projections strahl 
bestimmt. Ebenso liegen in einer durch M oder N gehenden Ebene 
unendlich viele Projectionsstrahlen, welche ein Büschel bilden, dessen 
Scheitel ai\f der zweiten Axe (resp, N oder M) liegt. 
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3. Der durch einen Punkt a gehende Projections strahl A trifft 
die Axen M, N resp. in den Punkten m, n; wenn nun k eine reelle 
positive oder negative constante Grösse ist , und wir bestimmen auf 
dem Strahle A den Punkt a" so, dass: 

{»„»«-> = i 

ist, so möge a' das Bild oder die Projection von a heisson. Die 
Constante k, welche wir als ein für allemal festgesetzt voraussetzen, 
soll der Projectionscoefficient heissen. 

Durch diese Festsetzungen wird der ganze unendliche Raum 
eindeutig auf sich selbst bezogen, indem jedem Punkte a ein voll- 
kommen bestimmter Punkt a' zugeordnet ist. Wir sagen, der un- 
endliche Raum sei windschief auf sich selbst bezogen. Die Be- 
ziehung selbst ist vollkommen fixirt, sobald man die beiden Axen 
M, N und den Projectionscoefficienten kennt. 

Lässt man den Punkt a seinen Projections strahl A durchlaufen, 
80 wird auch der Bildpunkt «' diesen Strahl beschreiben, und zwischen 
beiden Punkten besteht in jeder ihrer Lagen die Relation 

Daraus folgt sofort, dass die beiden Punkte «, a' auf A zwei 
projectivische Reihen bilden, deren Doppelpunkte die auf den Axen 
M, N liegenden Punkte m, n des Strahles A sind.') Weiter achliosscn 
wir, dass das Bild von m derselbe Punkt ist und dass auch der 
Punkt n sein eignes Bild darstellt. Rückt der Punkt a ine Unend- 
liche, so ist -— = 1 und folglich 



so muss — -I = 1 und folglich «' im Unendlichen liegen. 

Wir können die Geaaramtergebnisse der vorstehenden Be- 
trachtungen folgendermassen ausdrücken: 

a) Alle Projections strahlen schneiden zwei feste windschiefe 
Gerade, die Axen. 

b) Zu jedem Punkte des Raumes gehört ein einziger völlig be- 
stimmter Projections strahl, welcher durch ihn hindurchgeht und die 
Projection des Punktes so enthält, dass: 

c) das Doppelverhältniss , welches der Originalpunkt und der 
ßildpunkt mit der durch beide Axen auf dem Projectionsstrahle 
bestimmten Strecke bildet, einen constanten Werth besitzt. 



') Vergleiclio Ci'cmona, ebene Curvoii pag. 15. <lei' deutschon Ausgabe. 
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d) Durch jeden Punkt, welcher auf einer der beiden Projections- 
axen liegt, geht ein ganzes Büschel von ProjectionsstraUen, während 
ein solcher Punkt sein eigenes Bild ist. 

e) Das Bild des auf einem Projcctions strahle unendlich weit 
liegenden Punktes theilt die durch beide Axeii auf dem Strahle be- 
stimmte Strecke im Vorhältnisse -r-. 

■ f) Das Bild des Punktes, welcher die ebengenannte Strecke im 
Verhältnisse k theilt, liegt unendlich weit. 

4. Wenn der Projeetionscoefhcient den Werth ( — 1) besitzt, so 
entspricht sich jeder Punkt mit seinem Bilde vertauschungsfähig, 
d. h. ersterer ist auch das Bild des letzteren. Denn die auf einem 
Projections strahle J entstehenden zwei projecti vi sehen Reihen (a) 
und («') werden in diesem Falle zu einer Involution. 

Tritt diess ein, so sagen wir, der iiaum wurde harmonisch- schief 
auf sich selbst bezogen. 

5. So wie wir jedem Punkte einen Punkt zuordneten, so können 
wir in derselben Weise jeder Ebene « eine Ebene et' zuordnen. Die 
Ebene a enthält einen Projectionsstrahl A, welcher die beiden Punkte 
{Ma), {Na) mit einander verbindet. Durch diesen Projectionsstrahl 
gehen zwei Ebenen, von denen jede eine der beiden Projectionsaxen 
entliält. Die Ebene (AM) enthält M und soll ft heissen, und die 
Ebene {A N} enthält N und soll v genannt werden. 

Bestimmt man nun eine durchs gehende Ebene a so, dase: 
{livcia'}=k 
wird, so soll die Ebene k' als die zu r entsprechende bezeichnet werden. 

Dreht sich« um A, so dreht sich auch«' nia A und die beiden 
Ebenen besehreiben zwei projectivische Ebonenbüschel mit der ge- 
meinschaftlichen Axe A, für welche die Ebenen (j., v l>oppelebenen 
sind und welche sich daher selbst entsprechen. 

Wir können daher sagen: 

«) Alle Projections strahlen schneiden zwei feste windschiefe Ge- 
rade — die Projectionsaxen. 

b) In jeder Ebene des Raumes liegt ein völlig bestimmter Pro- 
jectionsstrahl, welcher auch in der der Ebene entsprechenden Ebene 
liegt, so zwar, daas: 

c) das Doppelverhältniss , welches die Originalebene mit der 
Bildebene und dem durch die beiden Axcn und dem Projections- 
strahle bestimmten Ebenenpaare bildet, einen constantcn Werth 
besitzt. 

d) In jeder durch eine der Axen gehenden Ebene liegen unend- 
lich viele Projections strahlen, ein Büschel bildend, während sich 
eine solche Ebene selbst entspricht. 
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6. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die in Art. 3. festgesetzte 
Punktver wandte chaft identisch sei mit der in Art. 5. betrachteten 
Ebenenverwandtachaft. 

Denn sind a und d zwei einander nach Art. 5. entsprechende 
Ebenen, welche sich im Projections strahle A schneidon, so ist 

Jeder zweite Projectionsstrahl B, welcher a in i, d in ö' und 
die Äsen M, N m m, n schneidet, ist in Ansehung der vier Punkte 
b, b', m, n perspectiv! seh mit dem Ebenenbüschel ad {iv und folg- 
lieh ist 

d. h. der Punkt b' ist (für don Projectionscoefficienten A) das Bild 
des Punktes b. Besehveibt also b die Ebene «, so beschreibt b' die 
Ebene et d, h. die Ebene et ist das Bild der Ebene k. 

Ebenso zeigt man dasselbe umgekehrt, wenn man nämlich von 
zwei windschief entsprechenden Punkten b, b' ausgeht, dass jeder 
durch b gehenden Ebene k eine durch b' gehende Ebene a' ent- 
spricht, welche mit a einen Projectionsstrahl gemein hat. 

Wenn also jedem Punkte a des Raumes auf dem durch ihn 
gehenden, die Axen M, W in m, n resp. schneidenden Projeetions- 
strahle A ein Punkt «' so entspricht, dass {mn ad} = k ist, so 
entsprochen den säramtlichen Punkten einer Ebene « die Punkte 
einer zweiten Ebene «', welche durch den in a liegenden Projections- 
strahl hindurchgeht, so dass, wenn fiv die Ebenen sind, welche 
durch denselben Projectionsstrahl und die beiden Axen M, N resp. 
hindurchgehen, auch: 

{jiv ad} = k ist, 

7. Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende 
Sätze: 

1) Liegt ein Punkt a in einer Ebene «, so liegt sein Bild d 
in ihrem Bilde d und 

2) Geht eine Ebene a durch einen Punkt a, so gelit ihr Bild d 
durch sein Bild d . 

Den Punkten eines ebenen Systemes k entsprechen die Punkte 
eines zweiten ebenen Systemes d . Beide Systeme haben einen Pro- 
jectionsstrahl A gemein, dessen Punkte einander projectivisch ent- 
sprechen. Ist nämlich a ein Punkt von Ä, den man zum Systeme « 
rechnet, so entspricht ihm in «' wieder ein Punkt d von A und 
zwar so, dass {mnad} ^=k ist, wenn m und n die auf den Axen 
M, N liegenden Punkte des Projectionestrahles A sind. 

Die beiden Punkte m, n entsprechen sich selbst, aber auch nur 
diese, und es gibt also nur zwei Punkte, welche sich selbst in bei- 
den Systemen entsprechen. 
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Ebenso entsprechen den Ebenen eines Ebenenbündels a die 
Ebenen eines zweiten Ebenenbündels «'. Beide BüEdel haben einen 
Projectionsstiahl gemtm Die durch diesen Strahl gehenden Ebenen 
entspiechen einander piojectiviech, d.h. einer durch ihn gehenden 
Ebene « entspricht eine zweite solche Ebene «' und zwar so, dass 
{yavaa} = k ist, wobei (t, v die durch den Strahl und die beiden 
Axen gehönden Ebenen sind. Diese Ebenen entsprechen sich in 
beiden Bündeln selbst. 

Aus dem Gesagten geht sofort hervor, dase die beiden mittelst 
der Äxen M, N auf einander bezogenen Raumsyateme collinear seien. 
Denn es genügt, damit zwei Systeme collinear seien, wenn jeder 
Ebene des einen eine Ebene des andern und jedem in der ersteren 
liegenden Punkte ein in letzterer liegender Punkt und umgekehrt 
entspricht. Es folgt nämlich aus dieser Annahme sofort , dass auch 
jeder Geraden des einen Systemes eine Gerade des anderen Systemes 
und jedem Punkte der ersteren ein Punkt der letzteren entspricht. 
Es werden somit je zwei entsprechende Gerade in Ansehung der 
auf ihnen liegenden Punkte sowohl, als auch der durch sie gehen- 
den Ebenen projectivisch auf einander bezogen sein, wa^ eich dann 
sofort auf je zwei entsprechende Gebilde heider Systeme überträgt. 
8. Betrachtet man eine beliebige Gerade G, welche keine von 
den beiden Projectionsaxen schneidet, so wird ihr Bild eine zweite 
Gerade G' sein, welche man, wie folgt, erhält. Durch G lege man 
zwei willkürliche Ebenen tu, ß, bestimme ihre Bilder a', ß', welche 
sieh in G' aelmeiden müssen. Denn jedem Punkte, der gleichzeitig 
auf K und ß d. h. auf G liegt, muas nach (1) des vorigen Artikels 
ein Punkt entsprechen, welcher sowohl auf a als auch auf ß' d. h, 
der auf G' liegt. 

Projicirt man die Gerade G punktweise auf G', so zeigt sich, 
dass .die den einzelnen Punkten von G zugehörigen Projeetions- 
- strahlen solche Gerade sind, welche ö und die beiden Axcn M, N 
gleichzeitig schneiden. Diese Projections strahlen gehören somit als 
Erzeugende eines Systemes einem einschaligen Hyperboloide an, 
welches durch G, M, N vollkommen bestimmt ist, und welches wir 
das ,,projicirende Hyperboloid" der Geraden G nennen -wollen. 

Da das Bild G' von sämmüichen Projections strahlen geschnitten 
wird , so muss G' zu demselben Erzeugendensysteme wie die Goraden 
6, M, N gehören, 

„Die den Punkten einer Geraden G zugehörigen Pro- 
jectionsstrahlen erfüllen ein einechaliges Hyperboloid') 

') Da wir es fast ausscblieealich mit solchen zu thun haben, so möge der 
Zusatz „einschaligeB" in der Tolge unterdrückt werden. 
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— das projicierende Hyperboloid der Geraden. Die Ge- 
rade G, ihr Bild G' und die beiden Projectioiisaxen sind 
vier Erzeugende desselben, welche zu der zweiten neben 
der der Erzeugeaden auftretenden Schaar gehören." 

Wenn a einen Punkt der Originalgeraden 6, a sein Bild auf G' 
und m, n die Axenpunkte des zugehörigen Protections Strahles ~äci' 
darstellen, so ist: 

welche Lage der Punkt ä auf G auch haben mag. Diese Gleichung 
drückt nichts anderes als die bekannte Eigenschaft von vier Er- 
zeugenden eines Hyperboloides aus, welche zvr selben Schaar ge- 
hören, nämlich die: dass solche vier Erzeugende (G G' M N) mit 
allen Erzeugenden des anderen Systemee vierpunktige Gruppen 
(a a m n) von constantem Doppelverhältnias (A) bestimmen. 

Man vereteht nun unter dem Doppel verhältniss von vier sich 
nicht schneidenden Geraden, welche einem und demselben Hyper- 
boloide angehören, das Doppel verhältniss der vierpunktigen Gruppen, 
welche diese Geraden mit der anderen Er zeugenden seh aar des Hyper- 
boloides bestimmen. 

Unter zu Grundelegung dieser Bezeichnungs weise können wir 
folgenden Satz aussprechen: 

„Das windschiefe Bild G' einer Geraden G ist eine 
solche Gerade, welche mit G und den beiden Axen M, JV 
vier Gerade bildet, deren Doppelvorhältnies dem Pro- 
jectionscoöffieienten gleich ist." 

Eine Gerade G und ihr BUd G' sind also dm'ch die Gleichung: 
{MNGG'} = k 
mit einander verknüpft. 

9. Sind a, b, c, d vier Punkte von G und a, li, e, Ü ihre Bilder 
auf G', so sind ad, hh' , cc , Alt vier Erzeugende des projicicrenden 
Hyperboloides von G, welches aucli G und G' enthält, woraus so- 
fort folgt: 

{flöcrf} = {dh' c d) 
das heisst: 

„das Doppelverhältniss von vier Punkten einer Geraden 
ist gleich dem Doppelverhältniss der vier Bildpunkte." 
Hierdurch ist die in Art. 7. gemachte Bemerkung direct be- 
wiesen. Gleichzeitig gilt auch der reciproke Satz: 

„Das Doppelverhältniss von vier durch eine Gerade 
gehenden Ebenen ist gleich dem Doppelverhältniss ihrer 
vier Bilder," 

In der That schneidet jede Ebene des ersten Büschels die ent- 
sprechende Ebene des zweiten Büschels und eine von den beiden 
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Axen z. B. M in demselben Punkte, woravis sofort die Projek- 
tiv ität flies st. 

Ebenso einfach ergibt sicli der Satz : 

„Das Bild eines ebenen Strablenbüschels i (^ß (? . . .} 
ist wieder ein ebenes, erster em doppelverhältnissgleiclies 
Büschel t{ÄB'C. . .)." 

Denn die Strahlen A', B", C . . . müssen erstens durch einen 
Punkt i — das Bild von t — gehen und in einer Ebene — dem 
Bilde der Ebenen von i — liegen, nnd bilden somit wirklich ein 
Str ah lenbiischel. 

Schneidet man nun ( durch eine Gerade G in der Punktreilie 
(ahcd . . .), so wird das Bild G' von G das Büschel t' in der Bild- 
punktreihe (a'h'c d' . .) sehneiden, und wegen 

Giabcd . . .)7cG'{a'h'c'd: . . .) 
folgt sofort: 

t(ABCI) . . .)3tl'i/l' B'C'ß' . . .) 
wie behauptet wurde. 

Wir können also ganz allgemein sagen: 

Durch die windschiefe Projection wird das Doppel- 
verhältniss von vier Elementen einos rundgebildes 
erster Stufe nicht geändert." 

10. Wir haben gesehen , dass das Bild einer beliebig im Räume 
liegenden Geraden G eine zweite Gerade tf' ist, welche mit G und den 
beiden Projectionsaxen demselben Hyperboloide angehört, dessen 
eine Erzeugendenschaar G und G' projectivisch auf einander bezieht 
und zwar so, dass einem Punkte von G sein Bild in G' entspiicht. 

Es erübrigt uns noch, specieller Lagen der Originalgeraden G 
zu erwähnen. 

Wenn G eine von den' Axen z, B. M schneidet, dann liegen 
alle Projectionsstrahlen von G in der Ebene (G M) und bilden ein 
Strahlenbüsehel , dessen Scheitel der Schnittpunkt dieser Ebene mit 
der zweiten Axe N ist. Es liegt somit das Bild G' auch in der 
Ebene {MG) und muss, weil der Punkt {GM) seine eigene Projec- 
tion ist, durch diesen hindui'chgelien. In diesem Falle liegt G mit 
dem Bilde C perspeetivisch, indem die Projectionsstrahlen alle durch 
einen festen Punkt [auf N] hindurchgehen. 

„Wenn eine Gerade eine der beiden Axen schneidet, 
so liegt ihr Bild mit ihr und dieser Axe in derselben 
Ebene und alle drei gehen durch denselben Punkt. Bild 
und Original sind überdiess in perspectivischer Lage." 

Ein zweiter besonderer Fall ist der, dass die Gerade G beide 
Axen gleichzeitig schneidet. Dann ist sie ein Projectionsstrahl und 
ihi-e eigene Projection. 

Wb™. Theorie. 10 
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Ein FrojectionsstvaM wird erhalten, wenn m<in irgend einen 
Punkt m von' M mit irgend einem Punlite n von JV verbindet , oder 
wenn man irgend eine durch M gehende Ebene ;i mit irgend einer 
durch N gehenden Ebene v schneidet. Von der unendlichen Strahlen- 
menge, welche auf diese Weise entsteht, liesitzen zwei Strahlen ein 
besonderes Interesse. 

Der eine — der unendlich weite Projeetions strahl U — entsteht, 
indem man die beiden unendlich weiten Punkte m„ n„ der beiden 
Projeetions axen verbindet, oder wenn man die Ebene \l parallel zu 
N, und V parallel zu M legt. . Jedem Punkte von V wii"d nach Frü- 
herem wieder ein Punkt von J] entsprechen, der Strahl U ist also 
der Ort solcher unendlich weiter Punkte, denen abermals unendlich 
weite Punkte entsprechen. 

Ferner entspricht einer durch TJ gehenden Ebene wieder eine 
solche. Solche Etenen sind aber zu den beiden Projectioiisaxen 
gleichzeitijg parallel: 

„Das Bild einer zu beiden Axen parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene." 

Unter den durch V gehenden Ebenen ist eine — die unendlich 
weite Ebene — von besonderer Wichtigkeit. Diese enthält alle un- 
endlich weiten Punkte und Strahlen des Raumes. Ihr wird eine 
durch ü gehende Ebene entsprechen, welche wir die Fluchtebene 
nennen und mit 9 bezeichnen wollen, und welche demgemäss die 
Bilder aller unendlich weiten Punkte und Strahlen enthalten wird. 
Man kann aber auch aus der Projectionsgleiehung: 
{mna(i) = k 
leicht die Existenz einer solchen Fluclitcbcne nachweisen. 

Wenn nämlicli ein Punkt « unendlich weit auf seinem Projections- 
strahle fortrückt, so erhält man zur Bestimmung seines Bildes d die 
Gleichung : 



aus welcher Gtlciehung sofort folgt, dass der Ort des Punktes «' eine 
zu beiden Axen M, N parallele Ebene tp ist. 

„Das Bild der unendlich weiten Ebene des iiaumes 
ist eine zu beid^en Axen parallele Ebene — die Flucht- 
ebene 95, welche die durch die Axen auf allen Projeetions- 
Btrahlen_ bestimmten Strecken {mti) im Verhältnisse \:k 
theilt." 

Das Bild des unendlich weit auf irgend einem Projectionsstrahle 
liegenden Punktes ist der Schnittpunkt dieses Strahles mit der Flucht- 
ebene ip. 

Man kann aber auch die unendlich weite Ebene als das Bild 
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einer gewissen Ebene X betrachten, welche auch durch t^ gehen musB, 
d. h. welche mit M und N parallel ist. Diese Ebene — die Ver- 
, seh windungsebene — hat dann die Eigenschaft, dass das Bild eines 
jeden in ihr liegenden Punktes oder Strahles unendlich weit liegt. 
Lässt man in der Projectionsgleiehung : 

{mnaa)~k 

den Bildpunkt d auf seinem Projectionsstra,hle unendlich weit rücken, 
so erhält man als Bestimmungsgleichung der Verschwindungsebene : 



jjÜas Bild jener, zu. beiden Axen parallelen Ebene A 
— der Verschwindungsebene — , welche die Axenstrecken 
aller Projectionsstrahlen im Verhältniss k:l theilt, ist 
die unendlich weite Ebene des Raumes." 

Die beiden Ebenen l und >p sind also zu einander parallel und 
sind nichts anderes, als die Gegenebenen der beiden Systeme, 
welche wir windschief auf einander bezogen haben. 

Jedem Punkte von X entspricht ein unendlich weiter Punkt, jedem 
Strahle von X ein unendhch weiter Strahl; jedem Sti'ahlenbündel, des- 
sen Scheitel in X liegt, ein Parallelbiindel; jedem Ebenenbüsehel, 
dessen Ase in X liegt, ein Parallel ebenenbüschel etc. 

12. Aus dem Vorhergebenden ergeben sich unmittelbar folgende 
Sätze : 

„Das Bild einer Geraden, welche zu einer Projections- 
axe parallel ist, ist wieder eine solche, welche mit er- 
sterer und der betreffenden Äxe in derselben Ebene liegt, 
Original und Bild sind ähnlich in Ansehung entspre- 
chender Punkte." 

„Das Bild einer zu einer Axc parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene." 

„Das Bild einer zu beiden Axen parallelen Ebene ist 
wieder eine solche Ebene," 

,,Eine zu beiden Axen paralelle Ebene theilt die Axen- 
strecken aller Projectionsstrahlen in demselben Vor- 
hältnisse," 

,,Bei der harmonisch-windschiefen Protection fallt 
die Fluchtebene mit der Verschwindungsebene zusam- 
men." 

Wenn man das Bild des unendUch weiten Punktes einer Gera- 
den ihren Fluchtpunkt / und den Punkt, dessen Bild unendlich weit 
fällt, ihren Verschwindungspunkt / nennt, so kann man sagen: 
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„Der Fluchtpunkt einer Geraden ist der SchnittpUiikt 
ihres Bildes mit der Fluchtebene." 

„Der Verschwindungsjiankt einer Geraden ist ihr 
Schnittpunkt mit der Verschwindungsebene." 

„Parallele Gerade haben denselben Fluchtpunkt." 

„Die Bilder solcher Geraden, welche denselben Ver- 
schwindungspunkt? haben, sind parallel." 

Ebenso kann man das Bild der unendlich weiten Geraden einer 
Ebene ihre Fluchtlinie /^nennen, und jene Gerade L, deren Bild un- 
endlich weit fällt, die Verschwindungslinie, und es lassen sich dann 
ähnliche Sätze aufstellen, als z.B.: 

„Parallele Ebenen haben dieselbe Fluchtlinie etc." 

13. Der zweite bemerkenswerthe Projectionsstrahl ist der, wel- 
cher auf beiden Axen gleichzeitig senkrecht steht. Es ist diess joner 
Strahl, dessen Axenstreeke vm ein Minimum wird. 

Derselbe steht senkrecht auf den Ebenen, welche durch den 
unendlich weiten Strahl 1] hindurchgehen, und wir wollen ihn kurz 
den rechtwinkeligen Strahl nennen. 

14. Als projicirende Elemente sind uns bei der windschiefen 
Projection entgegengetreten: 1) der Strahl als projicirendes Element 
des Punktes und 2) das Hyperboloid als projicirendes Element der 
Geraden. Jeder Strahl, welcher die beiden Axen M, iV schneidet, ist 
ein projicirender Strahl und enthält die Projectionen aller seiner 
Punkte, welche mit jenen Projectionen zwei projeetivisehe Punkt- 
reihen bilden, deren Doppelpunkte die Axenpunkte im, n) des 
Strahles sind. 

Ebenso ist jedes durch die beiden Axen M , N gehende Hyper- 
boloid ein projicirendes ; denn es enthält die Bilder aller seiner Er- 
zeugenden, welche mit M und N zu derselben Schaar gehören. Da 
überdieas die zweite Schaar aus Projeetionsstrahlen besteht, welche 
ihre eigenen Bilder sind, so können wir sägen: 

„Ein projicirendes Hyperboloid enthält Sdie Bilder 
aller auf ihm liegenden Geraden." 
Oder noch allgemeiner: 

„Ein projicirendes Hyperboloid ist sein eigenes Bild; 
jedem Punkte desselben entspricht wieder ein Punkt des- 
selben etc." 

In dieser Weise entstehen auf einem solchen projicircnden Hy- 
perboloide zwei eindeutige Systeme, indem jedem Punkte wieder 
ein Punkt, jeder Geraden wieder eine Gerade und jeder Linie eine 
gleichartige Linie entspricht. 

Die Punlcte der beiden Axen M, N entsprechen sieh resp. selbst. 
Wir würden den Umfang dieser Note zu ausgedelmt erhalten, wenn 
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wir a\if eine nähere Unteraucliung dieser Verwandtschaft auf einem 
projicirenden Hyperboloid eingehen wollten. 

Das projieirende Hyperboloid geht in ein (hyperbolisches) Para- 
boloid über, sobald es einer unendlich weiten Geraden angehört. Da 
ihm alsdann der unendlich weite Strahl V auch als Erzeugende an- 
gehört, so ist klar, dass die zu beiden Axen M, N parallelen Ebenen 
Asymptoten ebenen für sämmtliche projieirendeParaboloide sind. Das 
Bild tf' einer Geraden ff, welches mit ihr auf demselben projicirenden 
Hyperboloide liegt, ist mit ihr durch die Gleichung; 
{MNGlG'} =k 

vorknüpft, woraus folgt, dass G und G' zwei projocti vi sehen Systemen 
von Erzeugenden derselben Art des Hyperboloides angehören, für' 
welche die beiden Axen M, N die Doppelelemente sind. 

15. Betrachtet man eine Ebene k und die ihr windschief ent- 
sprechende Ebene «', so bilden diese — zwei coUineare Systeme von 
der Art, dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte zwei feste 
Gerade — die Äsen M, N schneiden, und dass entsprechende Ge- 
rade mit den beiden Axen M, N vier Erzeugende eines und dessel- 
ben Hyperboloides bilden. 

Die beiden Ebenen «, a haben einen Projectionsstrahl gemein- 
schaftlich, welcher JH und N resp. in m und n schneiden möge. Jedem 
Punkte fl von A entspricht wieder ein Punkt «' von A, so zwar, dass 
{mn a «'}=^Aist. Jeder der beiden Punkte m, m entspricht sieh selbst. 
Diess letztere charakterisirt die beiden windschief-collinearen 
Systeme «, a' vollständig, indem wir leicht die Frage beantworten 
können, wie man zwei coUineare ebene Systeme zu einander legen 
müsse, damit sie windschief - collinear werden, d.h. damit die Ver- 
bindungsgeraden entsprechender Punkte zwei feste Gerade schneiden. 
„Legt man zwei coUineare ebene Systeme so im Räume 
zu einander, dass in ihrem gemeinschaftlichen Schnitt- 
strahle zwei entsprechende Strahlen vereinigt sind, so 
sind beide Systeme windschief-collinoar d. h. die Ver- 
bindungsstrahlen entsprechender Punkte schneiden zwei 
feste Gerade." 

Um diese Behauptung nachzuweisen, seien i? und .B' zwei einan- 
der in beiden Systemen entsprechende Sti'ähien und man bringe 
die beiden Systeme a, a' so zu einander, dass B und B" im gemein- 
schaftlichen Schnittstrahl A zusammenfallen. Die beiden Strahlen 
B und B' sind in Ansehung der auf ihnen liegenden Punkte projee- 
tjvisch, und da beide auf ^ vereinigt sind, so wird es im Allgemei- 
nen zweimal vorkommen, dass ein Punkt von B mit seinem entspre- 
chenden in -B' zusammenfällt. Es geschehe diess in den beiden 
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Punkten m, n. Dann entspricht sich jeder der beiden Punkte m, n 
collinear selbst. 

Ferner seien c, c' und d, d' zwei Paar coUinoar entsprechender 
Punkte beider Systeme a, a' und c^' '= C und dd' ^= D die Verbin- 
dungslinien der beiden Punlitepaare. 

Durch den Punkt m kann man eine Gerade M so legen, dasa 
sie gleichzeitig C und ß schneidet, ebenso durch iJ/eino solche Ge- 
rade N. 

Bezieht man nun mittelst der beiden Geraden M, N das ebene 
System u windschief auf die Ebene des Systemes a' , so wird dem 
Punkte c der Punkt c, dem Punkte d der Punkt d' entsprechen, 
und jeder der beiden Punkte /« und n entspricht eich selbst; das 
so in der Ebene des Systemes a' entstehende zu k windschief- colli- 
neare System besitzt nun mit cc' vier gemeinsame Punkte m, n, c', d, 
wesshalb es nach einem bekannten Satze mit dem Systeme a' iden- 
tisch sein muss. Ilierdurch ist die Behauptung ei-wiesen. 

Die beiden Geraden M, N ~~ die Projectionsaxen können ebenso- 
wohl reell als auch imaginär sein, oder sie können insbesondere zu- 
sammenfallen. In allen Fällen bleibt trotzdem die Beziehung beider 
Systeme a, k reell d, h. jedem Punkte des einen Systems entspricht 
ein reeller Punkt des anderen. 

Nachdem man die beiden Axen M, N bestimmt hat, ist durch 
sie auch der ganze ßaum windschief auf sich beziehbar. 

J6, Sollen zwei Eäume collinear auf einander bezogen werden, 
so kann man beliebigen fünf Punkten des einen irgend fünf Punkte 
des anderen als entsprechend zuordnen. 

Es fragt sich nun, wie die Annahme modificirt werden mu.ss, 
damit die beiden Systeme windschief collinear werden. In dieser 
Beziehung lässt sich leicht folgender Satz nachweisen; 

„Um zwei Räume Z, S' windschief collinear auf ein- 
ander zu beziehen, ist nur nöthig, irgend drei Punkten 
ffj 6, c des ersten irgend drei Punkte a, b', c' des Letzteren 
als entsprechend zuzuordnen; dann kann man zu jedem 
vierten Punkte rf von Z den entsprechenden d' von X' be- 
stimmen." 

Durch die drei Punktepaare werden unmittelbar vier Projeetions- 
strahlen gegeben; nämlich zunächst die drei Strahlen aä' = A, 
bb'=B, cc' = C und endlich der Schnifctstrahl D der beiden sich 
entsprechenden Ebenen (abc), {i/b'c'). 

Die vier Geraden besitzen zwei (reelle, imaginäre oder zusam- 
menfallende) Transversalen M, N. 

Ordnet man nun mittelst der beiden Geraden M, N als Axen 
zwei Räume einander winflschief au, so dass der Ebene (a b c) die Ebene 
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{db'c") entspricht, eo ist biedurcli die Verwand tsehaft vollständig 
bestimmt; denn der Projectionscoefiicient k ist der Werth des Dop- 
pelverhältnisBSs der vier Ebenen (Ji)/), {DN), iabc), (a'b'c). Ueber- 
diess entspricht aber wirklicli dem Punkte a der Pvmkt a', dem 
Punkte b der Punkt b' und dem Punkte c der Punkt c'. Ebenso 
leicht lässt sich der reciproke Sata beweisen: 

„Um zwei Räume X, X' windechief-eollinear aufein- 
ander zu beziehen, ist nur nöthig, irgend drei Ebenen 
a,ß,y des ersten irgend drei Ebenen d,^,y' des letzteren 
als entsprechend zuzuordnen," 

17. Aus den bekannten Sätzen über coUineare räumliche Sy- 
steme lassen sich sofort folgende Sätze bezüglich der windschiefen 
Projection ableiten: 

„Die windschiefe Projection einer räumliehen Curve 
w'"' Ordnung ist wieder eine solche Curvoderselben Art, 
Die windschiefe Projection einer ebenen Curve n^" Ord- 
nung ist wieder eine solche." 

„Die windschiefe Projection einer Fläche «"'' Ord- 
nung ist wieder eine Fläche Ji"''' Ordnung etc." 

Wir werden im Nächsten einige diessbezügliclie ßetrachtungen 
durchführen. 

18. Indem wir den ersten Satz des vorigen Artikels auf einen 
Kegelschnitt C^ anwenden, welcher in der Ebene « liegt, finden 
wir, daes; 

„die windschiefe Projection eines Kegelschnittes C, 
abermals ein Kegelschnitt C^ ist, dessen Ebene k' die 
Ebene « vonC^in einem Proj ectiorisstrahle ^ scheidet."') 

Denn k' ist das Bild von «, woraus das letzt Gesagte sofort 
erhellet. Aus dem letzten Sata des 9. Artikels folgt sofort: 

Di<t DoppelverhältnisE von vier Punkten« b c d des 



) Dei kt man s (i liö be l&n Äxei M h 1 le Kegelaclu tt C te&t u 
dessen El ei e a d P ojectionaatrahl ^ hegt und vennJeit man nioh iil 
nah dei Projeotion oeffloienten / awisdieii ~ co und 4- co so wird jeiem 
Werthe voi l en BIl 6j von Tj entsptechen dessen Ebene a dui 1 l n 
Projeet onsstrahl A hind irch geht F tr ft =^ 1 fällt fj mit C z iBammen 1 

fiir S = oder fc = Ct zerfällt C; n en deradeipaa Etwas Analoges gilt f i 
eine Gel ade G, dei en jroj cirendes Hjperbolo dffBein möge Bleibt nimh hM,N 
und (? fest, während der Projectionscoeffloiei t A, dis oben ai gegebene Intervall 
durchläuft, so nimmt & alle möglichen am Erzeuf,e let sei aar (MNG) gehörigen 
Lagen der Erzeugenden des Hjperbolo des an 1 h 6- liichltlift dsiE projicirende 
Hyperboloid, so dass jedem Werthe voi Jt e ne Ecae ge de G von N entspricht, 
und umgeliehrt. Man könnte also k al len l est nn d I irameter von G' an- 
sehen und verwenden. 
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Kegelschnittes C, ist gleich dem Doppolverhältnisa der 
vier Büdpunkte a,b',c,d' am Kegelschnitte C^-" 

Der in beiden Ebenen «, a' liegende Projecti eins strahl A schneidet 
C2 in zwei Punkten pj, p^ und C^ in den Bildeni p,', p.^' dieser Punkte. 
Sind m, n die Axensebnitte dieses Projectionsstrables, so hat man : 
{mnp^p{)=={mnp^p{) = k. 
Wenn also k, p, und p^ reell sind, so müssen auch p(, p^' reell 
sein ; wenn dagegen k reell, ^| und pj aber imaginär sind, so werden 
auch pI,Pi imaginär sein. Da zwei unendlich nahen Punkten von 
C^ wieder zwei unendlich nahe Punkte von C^ entsprechen, so er- 
gibt sich sofort: 

„Der Tangente vonC^in einem Pitnkte entspricht die 
Tangente von C^ im entsprechenden Punkte." 

Da beide Tangenten mit M, N za demselben Hyperboloide ge- 
hören, so kann man folgenden Satz auesprechen, wenn man über- 
dieSB die Anmerkung dieses Artikels beachtet; 

„Berührt eine Erzeugende eines veränderliohen Hy- 
perboloides, von welchem zwei demselben Systeme ange- 
hörige Erzeugende {MjN) fest sind, einen festen Kegel- 
schnitt C^, so berührt jede Erzeugende dieses Systems 
einen festen Kegelschnitt und die Ebenen aller dieser 
Kegelschnitte gehen durch dio feste Erzeugende des 
zweiten Systemes, welche in der Ebene von C^ liegt." 

Es Hessen sich aus dem Vorhergehenden noch viele derartige 
Sätze über die Deformation von Hyperboloiden angeben, welche wir 
jedoch übergehen wollen. 

Es ist nicht schwer, aus den obigen Ergebnissen die Richtigkeit 
des folgenden Satzes nachzuweisen. 

,,Uer Polare P eines Punktes p der Ebene von (7j be- 
züglich dieses Kegelschnittes entspricht die Polare F des 
entsprechenden Punktes/ bezüglich C^ und umgekehrt," 
Der Strahl A, welcher in den Ebenen beider Kegelschnitte 
gleichzeitig liegt, entspricht sich selbst, woraus wir schliessen: 

„Die Pole der Schnittlinie. 4 der beiden Kegel seh nitts- 
obenen bezüglich die sie r Kegel schnitte sind entsprechende 
Punkte und ihre Verbindungslinie miiss demnach als ein 
Projectionsstrahl die beiden Axen schneiden." 

19. „Man kann je zwei beliebig im Räume liegende 
Kegelschnitte als windschief-collinear betrachten und 
zwar auf unendlich viele Arten." 

Seien « und a' die Ebenen der beiden Kegelschnitte C^ und C^ 
und-4 dio Schnittlinien von « und a; ferner seien p, und p.^ die Schnitt- 
punkte von Cj mit A und p{, p^ die Schnittpunkte von C^ mit A. 
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Wir ordnen mm etwa dem Punkte i», von C^ den Punkt p^' von 
(72'nnd dem Punkte p^ den Punkt p{ au; ferner einem ganz belie- 
bigen dritten Punkte a von C^ den ganz beliebigen Punkt a von C,' 
zu. Nun bestimmen wir uns zwei weitere PLinlitepaare hb' , rc so, 
dass: 

{p^p^ab} == {p,'p.;ab'} 

ist. Zieht man nun die Linien ää', ib', Tc ■, so wird es bel?anntlieh 
(reelle oder inaaginäre) Gerade JI/, iV geben, welche diese drei Ge- 
raden und überdiess den Strahl A schneiden. 

Bezieht man nun mittelst der beiden Geraden M, N als Axen die 
Ebene « windschief auf die Ebene «', so wird dem Kegelschnitte C^ 
ein Kegelschnitt C^' entsprechen, von dem wir leicht zeigen können, 
dasB er mit C^ identisch ist. Zunächst ist klar, dass G^ mit C^' die 
drei Punkte «', b'-, c gemein habe. Wegen der pro jecti vischen Be- 
ziehung : 

(PiPjrtöc.) B (pi'p^'rt'ö'c'...) 

aNvischen C, und C.'^ und wegen' der windschiefen Beziehung von C„ 
und C^' ist a\ich C{ projectivisch auf G^' bezogen, wobei sich die 
drei Punkte a' , V , c selbst entsprechen. Wenn also etwa (f der 
vierte Schnittpunkt von C^ und G.^ ist, so werden die beiden pro- 
jectivischen Systeme auf Cl und C^' aus ä durch' zwei projectivi- 
sehe Strahl enbüschel projicirt, in denen sich die drei Strahlen da, 
(Tö', äc' selbst entsprechen, welche Büschel also identisch sind. Hier- 
aus folgt sofort, dass jeder durch rf' gehende Strahl auf (7/ und C," 
zwei entsprechende Punkte bestimmt. Wenn nun etwa p," und p." 
die windschiefen Projectionen von p, , p^ sind, welche bekanntlich 
auf A liegen, so folgt aus obiger Verwandtschaft, dass die zwei 
Strahlen p,' pl' und p^ p^" durch (f gehen müssen, d. h. dass tf avif A 
liegen, und folglich durch das Zusammenfallen von p," mit p,' oder 
von pj" mit p.,' entstehen müsse. Wenn also etwa p^" und Pi zu- 
sammenfallen und so den Punkt ä geben, so folgt weiter, weil p,' 
und P2" zwei sich in G^' und C^' entsprechende Punkte sind, dass 
diese beiden Kegelschnitte in d' auch eine und dieselbe Tangente 
besitzen müssen. Wir finden also, dass (7/ und G^" die vier Punkte 
«', ö', c', d' und in Letzterem eine Tangente gemeinschaftlich haben 
und folglich identisch sind. 

„Es ist also wirklieh G^ die windschiefe Projection 
von e, bezüglich M und N als Projectionsaxon." 

Da man jedem beliebigen Punkte a von C, jeden beliebigen 
Punkt a' von C^' als windschief entsprechend zuweisen kann, so 
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kann in der That jeder Kegelschnitt auf unendlich viele Arten als 
windschief - coliineare Figur eines jeden zweiten betrachtet werden. 
Die beiden Axen M, N, welche der Annahme eines Punkte- 
paares a a' entsprechen, bestimmen auf dem Strahle A zwei Punkte 
resp. m, n, so dass m, n die Doppelpunkte zweier projectivischen 
Reihen darstellen, in denen p^ p(, p^ p.^ zwei Paar entsprechender 
Punkte sind. Lässt man das Punktepaar a d auf den beiden Kegel- 
schnitten (7^, C.^ variiren , so beschreibt das Punktepaar m, n auf Ä 
eine quadratische Punktinvolution / (siehe Chasles , Geometrie 
supörieure §, 259.) , welcher auch die Punktepaare p, p^, p^ p,' an- 
gehören. Es wird diese Involution zwei Doppelpunkte besitaen, 
d. h. es wird zweimal geschehen können, dass bei der getroffenen 
Anordnvuig die beiden Projeetionsaxen unendlich - nahe zusammen- 
rücken. 

Hätte man dem Pi\nkte p^ von C^ den Punkt p^' von C^' und 
dem Punkte p^ den Punltt p^ als entsprechend zugeordnet, so er- 
hielte man eine zweite Axenschaar {M, N), welche auf A eine Punkt- 
involution J' bestimmte, welcher die Punktepaare PiP^tPiP^' ange- 
hören. Auch diese Involution besitzt zwei Doppelelemente , welche 
Veranlassung zu zusammenfallenden Axenpaaren geben. Wie aus 
der Anordnung der bekannten Punktepaai-e der beiden Involutionen 
/, / hervorgeht, sind diess zwei conjugirte Involutionen, d.h. die 
Doppelelemente der einen bilden ein Punktepaar der anderen, oder 
die zwei Doppelpunktepaare sind zwei Paar harmonischer Punkte. 
Hieraus folgt sofort, dass entweder eines dieser Doppelpunktepaare 
oder beide reell sein müssen. 

Wir können also behaupten: 

„Zwei im Räume beliebig liegende Kegelschnitte 
kann man auf unendlich viele Arten als wiudsehief-col- 
linear Verwandte betrachten, und viermal in der Art, 
dass die beiden Projeetionsaxen unendlich nahe zu einan- 
der rücken." 

Von besonderer Wichtigkeit ist der unendlich weite imaginäre 
Kugelkreis, dessen Bild bei der windschiefen Projection ein Kegel- 
schnitt ist, welcher in der Fluchtebene <p liegt und dessen Mittel- 
punkt (nach dem letzten Satze in Art. 18.) der Schnittpnnkt der 
Fluchtebene mit dem zu beiden Axen rechtwinkeligen Strahle S ist. 
Lässt man auch windschief-collineare imaginäre Beziehungen 
zu, so kann man den wichtigen Satz aussprechen (welcher nur eine 
Anwendung des letzten Satzes ist): 

„Jeden Kegelschnitt kann man als die windschief- 
collineare Figur des imaginären Kngelkreisos betrach- 
ten und umgekehrt."- 



y Google 



155 

20. Wir Bind im vorigen Artikel zu einer besonderen windschief- 
coUinearen Verwandtschaft gekommen, welche eich dadurch ans- 
zeichnet, daas die beiden Projeetionsaxen M, N unendlich nahe zu 
einander rücken. Auf den ersten Blick scheint hier eine Unbe- 
stimmtheit einzutreten, da die Verwandtachaftsglelchnng : 

{mnaa')=' k 
nicht mehr anwendbar erscheint. 

Dem ist jedoch nicht so,. wie man gleich sehen wird. 
Aus den bisher gepflogenen Betrachtungen dürfte jedenfalls 
klar hervorgehen, dass die windschiefe Verwandtschaft zweier Räume 
vollkommen bestimmt sei, sobald die beiden Äsen M, N und ein 
Paar entsprechender Ebenen a, a oder ein Paar entsprechender 
Punkte a, d gegeben ist; doch müssen sich im ersten Falle a, und a 
in einem Protections strahle A d. h. in einer Geraden schneiden, 
welche den beiden Äxen begegnet, und im zweiten Falle müssen 
die beiden Punkte a, d auf einem solchen Projections strahle liegen. 
Man kann dann in jedem der beiden Fälle nach den Principien der 
Collineation mit Umgehung der obigen Verwandtschaftsgleichung zu 
einem ötebilde des eineii Systemes das entsprechende Gebilde des 
andei'en Systemes construiren (vergl. Art. 7. dieser Note). 

Angenommen nun, es wäre B ein beliebiges einechaliges Hyper- 
boloid und M eine seiner Erzeugenden und femer iV die ihr unend- 
lich nahe Erzeugende, und wir setzen diese zwei Geraden M, N als 
Axen einer windschief- collinearen Verwandtschaft fest. 

In diesem Falle werden die Projectionsstrahlen zu Tangenten 
des Hyperboloides längs der Erzeugenden M. Durch jeden Punkt a 
des Raumes geht jedoch auch hier ein einziger vollkommen be- 
stimmter Projectionsstrabl ; denn in der That berührt die Ebene {aM) 
das Hyperboloid in einem bestimmten Punkt m, und die Gerade Um 
ist dann der durch den Punkt a gehende Projectionsstrabl. Ebenso 
liegt in jeder Ebene « ein einziger Projeetionsstrahl. Denn ist (kM') 
der Schnittpunkt von « mit M und ji die Tangentialebene des Hyper- 
boloides in diesem Punkte, so ist die Gerade (aft) der einzige in a 
liegende Projectionsstrabl. Ordnet man nun der Ebene « die durch 
den Projectionsstrabl (aji) beliebig gelegte Ebene a' zu, so ist hier- 
durch die windschiefe Verwandtschaft vollkommen lestgesetzt. Jedem 
Punkte von a ist jener Punkt von d zugeordnet, in welchem diese 
Ebene von dem durch ersteren Punkt gehenden Projections strahle 
getroffen wird. Das Bild einer beliebigen in « liegenden Geraden ti 
ist eine leicht bestimmbare, in «' liegende Gerade G' u. s. w. Soll 
zu einer beliebigen zweiten Ebene ^ die entsprechende bestimmt 
werden, so ist es die Ebene ^', welche man durch den in ^ liegen- 
den Projectionsstrabl und die der Geraden (a/3) entsprechende Gerade 
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(«/}') logen kann. Ebenso leicht bestimmt sich ilcr oinem be- 
liebigen Punkte des Raumes entsprechende Punkt, 

Es ist dieser Fall der windschiefen EaumcoUineation analog zu 
jenem der ebenen Centralcollineation, bei welcher das Collineations- 
centmm in der Collineationsaxe liegt. In der That werden bei 
dieser windschiefen Collineation die beiden in einer durch M gehen- 
den Ebene liegenden Systeme derart coUinear, dass M die Collineations- 
axe ist und der Berührungspunkt der Ebene mit dem Hyperboloide, 
welcher also auf M liegt, zum Centrum der Collineation wird. 

21. Wir haben als die projicirende Fläche einer beliebigen 
Geraden 6 dasjenige Hyperboloid kennen gelernt, welches durch die 
Gerade und die beiden Projectionsasen bestimmt ist. Wir wollen 
nun auch die projicirenden Flächen der Kegelschnitte näher be- 
leuchten und dabei vom einfachsten Falle ausgehen. 

Nimmt man an, dasa ein Kegelschnitt C.^ im Räume so liegt, 
dass er beide Projectionsaxen M, N und zwar etwa in den Punkten 
m, n schneidet, so ist klar, dass seine projicirende Fläche ein Hyper- 
boloid ffj sein werde, welches durch M, N und C, bestimmt erscheint. 
Denn wenn sich eine Gerade (der Projectionsstrahl) so bewegt, dass 
sie immerwährend die drei Linien M, iV, C^ schneidet , so erzeugt 
sie bekanntlich ein Hyperboloid mit einem Fache. 

Das Bild des Kegelschnittes C^ wird ein zweiter Kegelschnitt 
C^' des Hyperboloides Ä, sein , welcher durch dieselben zwei Punkte 
m, n der beiden Äxen M, N hindurchgeht als C^ ; denn diese zwei 
Punkte m, n sind , weil auf den Projectionsaxen liegend, ihre eigenen 
Bilder; zugleich sind es die Durchschnittspunkte des Projcctions- 
strables mn mit dem projicirenden Hyperboloide. 

Den Kegelschnitt Cj' kann man finden wie folgt : 

Ist cc die Ebene von C^ und [i, v die durch mn und M, iV resp. 
gehenden Ebenen, und ist Uberdiess k der Projectionscoöfficient, so 
bestimme man die Ebene a durch Wn so gebend, dass 

wird; dann schneidet a das Hyperboloid ffj in dem Bilde C2' von C^. 

Lässt man die beiden Axen M, N und den Originalkegelschnitt 
C^ fest und verändert den Coefficienten k, so wird man für k das 
ganze Ebenenbüschel 'mn erhalten, welches das Hyperboloid B^ "'' 
einem Kegels chnittsysteme (C^') schneiden wird, dessen einzelne Curven 
durch die zwei festen Punkte m, n hindurchgehen, und unter welchen 
sich auch Cj (dem Werthe k = l entsprechend) vorfindet. 

Man ist vollkommen berechtigt, ein solches System von Kegel- 
schnitten als „ein Kegelschnittsbüschel auf der Fläche ä^" 
zu bezeichnen. Die Punkte m, n treten als Scheitel des Büschels 
auf. Man erkennt sofort , dass ein auf einer Fläche zweiten Grades 
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befindlicliGS Kegelschnittabüschel dui'ch seine beiden Seheitel voll- 
kommen bestimmt ist. 

Jeden Kegelschnitt des Büschels (m ti) kann man als die wind- 
schief Collineare von C\ betrachten; hiebei werden die Punkte, welche 
auf einer und derselben nicht zum Systeme {MN) gehörigen Erzeu- 
genden von i?2 liegen, entsprechende Punkte sein und folglich die 
Tangenten der Kegelschnitte in diesen Punkten entsprechende Gerade, 
welche daher insgesammt in einem und demselben durch M und JV 
gehenden Hyperboloide liegen müssen, welches das Hyperboloid ff^ 
in der betreffenden Erzeugenden berühren wird. 
Demnach : 

„Legt man in den Punkten, in denen die Kegelschnitte 
eines auf einer Fläche ß.^ zweiten Grades befindlichen 
Kegelschnittsbüschels (mn) eine Erzeugende der Fläche 
schneiden, an diese Kegelschnitte die Tangenten, so er- 
füllen sie ein Hyperboloid, welches das gegebene in der 
besagten Erzeugenden berührt, und durch jene zwei Er- 
zeugende desselben geht, welche zum anderen Systeme 
gehören und die beiden Büschelscheitel enthalten." 

Wenn man unter dem Doppel Verhältnisse von vier Kegelschnitten 
des Büschels (mn) jenes ihrer vier Ebenen verstellt, so kann man 
von projectivischen Kegelsehnittsbüscheln auf einer Fläche zweiten 
Grades reden und mit grösster Leichtigkeit ihre Erzeugnisse auf der 
Fläche bestimmen. 

Wenn die beiden Scheitel m, n sich auf einer und derselben Er- 
zeugenden eines System es befinden, so degenerirt das Kegelschnitts- 
büschel in das andere System der Erzeugenden; denn jede durch 
die erste Erzeugende gehende Ebene achneidet die Fläche in einer 
Erzeugenden des zweiten Systemes. Man kami somit jedes der beiden 
Erzeugenden Systeme als ein Kegelschnitts büschel betrachten, dessen 
zwei Scheitel irgend zwei Punkte irgend einer Erzeugenden des 
zweiten Systemes sind. 

„Zwei jirojectivische Erzeugendensysteme erzeugen 
eine Linie zweiter Ordnung." 

Wenn die beiden Systeme von einander verschieden sind, d. h, 
wenn sich je zwei entsprechende Erzeugende schneiden, so entsteht 
ein eigentlicher Kegelschnitt der Fläche, und umgekehrt werden die 
Erzeugenden der beiden Systeme einer Fläche zweiten Grades mittelst 
eines auf der Fläche liegenden Kegelschnittes projectivisch gepaart, 
wobei zwei s'olche Erzeugende als einander entsprechend gelten, 
welche sich in einem Punkte des Kegelschnittes schneiden. 

Wären die Erzeugenden eines und desselben Systemes einander 
projectivisch zugeordnet, so kann man von einem Erzeugnisse nicht 
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reden, ausser man bezeichnet die beiden auftretendi^n Doppelelcmente 
{Doppelerz eng enden) als das Erzeugniss. 

Sind den Erzeugenden A, B, C des einen Systemes die Erzeugen- 
den A^, B^, C| des anderen Systemes zugeordnet, so ist das Erzeug- 
niss der beiden Systeme jener Kegelsclmitt, in welchem die Fläche 
zweiten Grades von der durch die drei Punkte {A A^), {BB^), (C C^) 
gehenden Ebene geschnitten wird. 

„Zwei projectiviscbe Kegelschiiittsbüschel auf einer 
Fläche zweiten G rades erzeugen eine Raumcurve vierter 
Ordnung erster Art." 

Denn die Ebenen der Kegelschnitte beider Büschel sind auch 
in projecti vi scher Beziehung und erzeugen eine Fläche zweiten Grades, 
welche die gegebene Fläche in dem Erzeugnisse der beiden Büschel 
schneidet. 

Wenn die vier Scheitel beider Büschel in einer und derselben 
Ebene liegen, und es entspricht sich überdiess der in diesem Falle 
beiden Büscheln gemeinschaftliche Kegelschnitt selbst, so zerfallt das 
Erzeugniss in diesen und einen zweiten Kegelschnitt. Jüan könnte 
diese Lage als die perspectivische der beiden Büschel bezeichnen. 
„Ein auf einer Fläche zweiter Ordnung liegendes 
Kegelschnittsbüschel erzeugt mit einem ihm projecti- 
vischen Erzeugendensystem eine Ilai\meurve dritter 
Ordnung," 

Es ist diess nur ein specieller Fall des Vorhergehenden, wobei 
nämlich das eine Kegel schnittsbüschel in einer Erzeugendenschaar 
degenevirt. Nimmt man eine Erzeugende der zweiten Schaar zur 
Ase eines durch die erste Schaar gehenden Ebenenbüschels, so wird 
dieses projectivisch sein zu dem Büschel der Kegelschnitts ebenen, 
und wird mit diesen eine Fläche zweiten Grades erzeugen, welche 
die gegebene in einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden wird, 
da beide Flächen die Axe des einen Ebenenbüschels geraeinsam ent- 
halten. Diese Raumcurve ist aber auch das Erzeugniss der betrach- 
teten Gebilde. 

Man kann auf diese Erzeugungsart eine einfache Constmction 
der durch fünf Punkte einer Fläche zweiten Grades auf derselben 
gehenden 2 Raumcurven gründen'). Da eine auf der Fläche B^ 
zweiter Ordnung liegende Linie zweiter Ordnung durch zwei pro- 
jectivische Systeme von Erzeugenden beider Schaaren erzeugt werden 
kann, so steht zu erwarten, dass man eine auf der Fläche H^ liegende 
Raumcurve dritter Ordnung durch ein-zweideutige Erzeugenden Systeme 
entstehen lassen kann. 

') Vergleiche Orelle's Journal Bd. 58 pag. 143. 
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Dem ist nun in der That so, 

„Zwei ein -zweideutige Erzeugundensysteme einer 
Fläche zweiten Grades, je eines einer Schaar angehörig, 
erzeugen eine Raumeurve dritter Ordnung." 

Es sei Sj die eine ErzeugeiidenseKaar, welche zur zweiten Er- 
zeugendenscliaar Z^ in eiuzweideutiger Beziehung steht, tl. h- wo 
jeder Erzeugenden Ä der Schaar Z, zwei Erzeugende JV^, .Y., der 
zweiten Schaar entsprechen. 

Die Erzeugenden der eindeutigen Sehaar Z[ projiciren sich aus 
einer beliebigen Erzeugenden S, der zweiten Schaar in einem Ebenen- 
buschel, und ebenso projicirt sich die Schaar Z^ aus einer Erzeu- 
genden D von Zj in einem Ebenenbüschel, Es ist nun klar, dass 
auch die beiden Ebenenbüscbel S, 7) in ein- zweideutiger Beziehung 
stehen werden und dass sie — da sich ihre Axen schneiden — einen 
Kegel dritter Ordnung erzeugen werden , für welchen ß eine Doppel- 
kante und S eine einfache Kante ist. Dieser Kegel wird also mit 
der Fläche zweiten Grades noch eine Raumeurve dritter Ordnung 
gemein haben, welche sich als das Erzeugnise der beiden Systeme Z,, 
Zj darstellt. 

Würde man, statt D und S, beliebig zu wälilen, zwei einander 
entsprechende Erzeugende gewählt haben, so träte an die Stelle 
des Kegels dritter Ordnung ein solcher von der zweiten, weil in 
diesem Ealle die beiden betrachteten einzweideutigen Ebenenbüscbel 
sich in veducirter Lage befinden würden. 

Ans der Vei'wandtschaftsart ein- zweideutiger Gebilde folgt sofort: 
„Jede Erzeugende des eindeutigen Systenies ist eine 
zweipunktige und jede des zweideutigen Systemes eine 
einpunktige Secante der erzeugten Raumeurve." 

Denn jn der Tliat befinden sich auf einer Erzeugenden des ein- 
deutigen Sysiemea zwei Punkte des Erzeugnisses, nämlich ihre Sclinilt- 
punkte mit den beiden ihr entsprechenden Erzeugenden des zweiten 
Systemes, Ebenso leicht erkennt man, dass jede Erzeugende des 
. eindeutigen Systemes eine einpunktige Secante der Raumeurve ist. 
Auf einer Fläche ff^ (welche wir als windschief voi'aussetzen müssen) 
gibt es bekanntlich zwei Systeme von Raumcurven dritter Ordnung. 
Eine solche Curve gehört zu dem einen oder dem anderen Systeme, 
je nachdem sie den Erzeugenden des einen oder des anderen Systemes 
zweimal begegnet. Es ist nun wichtig zu erkennen; 
„dass man jede auf einer Regelfläche H^ liegende Raum- 
eurve als das Erzeugniss eines Paares ein-zweideutiger 
Evzeugendensysteme betrachten könne." 

Es ergibt sich diess erstlich schon daraus, weil eine solche 
Raumeurve die Erzeugenden der Regelfläche in ein - zweideutige Be- 
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Ziehung setzt, wenn man nämlicli solche zwei Erzeugende, welche 
sich auf der Raumcurve schneiden, als entsprechende bezeichnet. 
Die zweipunktigen Secanten bilden das eindeutige und die einpunk- 
tigen Secanten das zweideutige System, Dasselbe ergibt sich in 
folgender Weise. Nimmt man auf der Raumcurve fünf beliebige 
Punkte an und zieht die durch sie gehenden Erzeugenden der Fläche, 
so sind fünf von ihnen aweipunktige und fünf sind einpunktige 
Secanten der Gurve. Betrachtet man die ersteren als fünf Erzeugende 
eines eindeutigen System es und die letzteren als die ihnen ent- 
sprechenden Erzeugenden eines zweideutigen Systemes, so werden 
beide Systeme durch diese fünf Paar entsprechender Elemente be- 
stimmt sein, und werden eine Raumcurve dritter Ordnung erzeugen, 
welche mit der ursprünglichen identisch sein rauss, weil man durch 
fünf Punkte nur eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Fläche 
ziehen kann, welche eine bestimmte Erzeugende - Schaar zu zwei- 
punktigen Secanten besitzt. 

Die Verzweigungselemente des eindeutigen Erzeugendensystem es 
werden Erzeugende sein, welche die Raumcurve in zwei unendlich 
nahen Punkten schneiden d. h. berühren. 

„Unter denErzeugenden einer Fläche zweiten Ura- 
des. 
drii 

(die Verzweigungserzeugenden), welche die Curve be- 
rühren." 

Der Satz, dass ein Elementenpaar des zweideutigen Gebildes 
das Paar der Doppelelemente harmonisch trennt, drückt sich hier 
folgenderinassen aus: 

„Befindet sich auf einer Fläche zweiten Grades eine 
Raumcurve, so bilden die Paare der sie einpunktig 
schneidenden Erzeugenden, deren Schnittpunkte auf je 
einer Erzeugenden des zweiten Systemes Hegen, eine 
Involution von Erzeugenden. Die Doppelelemente dieser 
Involution sind die beiden Erzeugenden, welche durch 
die Berührungspunkte der die Curve berührenden Er- 
zeugenden hindurchgehen." 

22. Projicirt man eine Fläche zweiten Grades und zwei ein- 
zweideutige Erz engend esy Sterne derselben aus einem Punkte des 
Raum'es auf eine beliebige Ebene, so wird man einen Kegelschnitt 
und zwei einzweideutige Tangentensysteme desselben erhalten. Da 
sich nun die durch die beiden Erzeugendensysteme erzeugte Raum- 
curve dritter Ordnung als eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte projicirt, so können wir folgenden Satz aussprechen: 
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„Befinden sich auf einem Kegelschnitte zwei ein- 
zweideutige Tangentensysteme, so erfüllen die Selinitt- 
p unkte entsprechender Tangenten eine (Jurve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte, welche den Kegel- 
schnitt dreifach berührt." 

Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass die Projection 
jeder auf einer Fläche liegenden Cui-ve den sichtbaren Umrias der 
Fläche berühren müsse. 

Der reciproke Satz lautet: 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
ein-zweideutijgen Punktsysteme auf einem Kegelschnitt 
umhüllen eine Curve dritter Glasse mit einer Doppel- 
tangente, welche Curve den Träger dreifach berührt." 

23. Neben den Linien vierter Ordnung erster Species kann man 

auch solche der zweiten Species auf einer Fläche H^ zweiten Grades 

betrachten, und es fragt sich, wie man solche Curven erzeugen könne. 

Für Curven vierter Ordnung zweiter Art lässt sich auf den 

Flächen zweiter Ordnung folgende Erzeugungsart angeben: 

„Ein Kegelschnittsbüsehel einer Fläche zweiten Gra- 
des erzeugt mit einem ihm verwandten zweideutigen Er- 
zeugendensysteme der Fläche eine Curve vierter Ordnung 
zweiter Art." 

Seien m, n die Scheitel des eindeiitigen Kegelschnittsbüschels 
und Xj das zweideutige ihm verwandte Erzeugendensystem, dann 
ist mn die Axe des durch die Kegelschnittsebenen gebildeten Ebenen- 
büschels, und das zweideutige Erz engend ensystem X^ wird sich aus 
einer Erzeugenden D der zweiten Schaar durch ein zweideutig auf 
das ersterwähnte Büschel {mn) bezogenes Ebenenbüschel projiciren. 
Die beiden ein-zweideutigen Ebenenbüschel (mn) und D erzeugen 
nun eine Fläche dritter Ordnung, welche i> zur Doppellinie besitzen 
und folglich die Fläche zweiten Grades noch in einer Raumcurve R^ 
viei'ter Ordnung zweiter Art schneiden wird. ^) 

Diese Raumcurve ist aber offenbar zugleich das Erzeugniss des 
Kegelschnittsbüschels und der Erzeugendenschaar. Es ist von seibat 
ersichtlich , dass erstlich die erzeugte Curve durch die beiden Seheitel 
m, n des Kegelsclmittsbüschels hindurchgehen werde, und dass 
zweitens jede Erzeugende des Systemes X^ eine einpunktige und 
demnach jede Erzeugende der zweiten Schaar (wie ö) eine drei- 
pnnktige Secante sein müsse. 
Zugleich lässt sich zeigen: 

')■ Siehe Art. 47 des IIL Theiles. 
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„daas jede auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Raumcurve vierter Ordnung aweiter Art sich als das Er- 
zeugniss unendlich vieler Paare einzweideutiger Gelailde 
betrachten lasse, von denen das eindeutige ein Kegel- 
Bchnittsbüschel ist, dessen zwei Scheitel irgend zwei 
Punkte der Curve sind, während das zweideutige Ge- 
bilde durch das System der die Curve einpunktig schnei- 
denden Jiirzeugendeu dargestellt wird." 

Nimmt man nämlich zwei beliebige Punkte der fiaumcurve zu 
Scheiteln eines Kegelschnittsbüschels und ordnet den durch fünf 
weitere Punkte der Curve gehenden Kegelschnitten die fünf durch 
diese Punkte gehenden, die Curve einpunktig schneidenden Erzeu- 
genden der Fläche zu, so erhält man ein Kegelschnitts büschel mit 
einem Erzeugendensystem in ein -zweideutiger Beziehung, welche 
eine Raumcui"ve vierter Ordnung zweiter Art erzeugen, die mit der 
ursprünglich angenommenen identisch sein musa, weil sich durch 
sieben Punkte einer Fläche zweiter Ordnung nur eine Curve dieser 
Art auf der Fläche ziehen lässt. 

24. Anmerkung. Es dürfte nicht am unrechten Orte sein, 
zu zeigen, wie man die auf den Flächen zweiten Grades liegenden 
Curven classificiren und durch mehrdeutige Eraeugendensysteme her- 
stellen könne. 

Sei Cn eine auf der Flache ff^ zweiten Grades liegende Curve 
«""■ Ordnung, also eine Curve, welche mit irgend einer Ebene n 
Punkte gemeinschaftlich hat. Eine beliebige Ebene sehneidet die 
Fläche F^ in einem Kegelschnitte und C„ in n Punkten, welche auf 
diesem Kegelschnitt liegen müssen. Ist speciell die Ebene eine 
Tangentialebene der Fläche, so degenerirt der Kegelschnitt in ein 
Geradenpaar d. i. in ein Paar von Erzeugenden der Fläche, von 
welchen je eine zu einem Systeme gehört. Die Schnittpunkte der 
Tangentialebene mit der Curve C„ müssen sieh daher auf diesen 
beiden Erzeugenden befinden. Angenommen, es würden m, von den 
Schnittpunkten auf der Erzeugenden liegen, welche zum Systeme Z, 
und «2 auf jener, welche zum Systeme X, gehört, wobei selbstver- 
ständlich Uf ~\~ n^^ n sein muss. Dann lässt sich leicht einsehen, 
dass fii Punkte auf jeder Erzeugenden des Systemes Z, und n^ Punkte 
auf jeder Erzeugenden des Systemes Z.j der Curve C„ liegen müssen. 
In der That enthält jede durch die betrachtete Erzeugende des 
Systemes Zj gelegte Ebene eine Erzeugende des Systemes Zj, auf 
welcher n — «, d.i.«, Punkte von C„ liegen müssen, weil auf der 
ersteren sieh deren «, befinden. 

„Schneidet eine auf einer Fläche zweiten Grades 
liegende Curvo n"" Ordnung eine Erzeugende in ?!, Punk- 
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ton, so schneidet sie alle Erzeugenden, -welche mit dieser 
2U demselben Systeme gehören, in «, Punkten nnd alle 
Erzeugenden des zweiten Systemes in (n — Kj) Punkten," 

Diess bietet das einfachste Mittel, die auf der Fläche H^ liegen- 
den Curven n^"' Ordnung zu classificiren. 

Zerlegt man nämlich n in alle möglichen Summ an den paare von 
1 bis n—\, so gehört zu jedem Summandenpaare wie z. B. Mj, % 
eine Curvenfamitie der n^™ Ordnung, welche alle Curven n^"' Ord- 
nung umfasst, welche die Erzeugenden des Systemes Z, in k, Punk- 
ten und jene des Systemes Z^ in n^ Punkten schneiden. Diese 
einzelnen Familien entsprechen demnach der Zerlegung von n in: 

l + («-l), a + («-2), 3+(.7-3) («-3)-f 3, («-2)+2, 

{n - 1) + 1 
woraus man sofort erkennt, dass der Familien n — 1 auftreten können, 
von denen aber je zwei der Natur nach identisch sind, nämlich die-' 
jenigen, welche den vom Anfang und vom Ende gleich weit ab- 
stehenden Zerlegungen entsprechen. 

Der Natur nach verschiedene Familien von Ourven n'"' Ordnung 
auf den Flächen zweiter Ordnung gibt es deranacb ( - -^ — j , wenn 
n ungerade, und [-^ \ , wenn n gerade ist. 

So existiren z. B. ßaumeurven dritter Ordnung nur von einer 
Art, dagegen zwei Arten von Raumcurven vierter und fünfter Ord- 
nung auf den Flächen 2. Grades u. s. f. Um die Eaumcurven, welche 
verschiedenen Familien angehören, zu unterscheiden, könnte man unter 
einer „Raumcurve n^-{-n.^[= «)'" Ordnung" eine solche verstehen, 
welche die Erzeugende des Systemes Zj in n^ und jene des Systemes 
Zj in Wj Punkten trifft. Demnach würde sich z. B. die Raumcurve 
«2 -\- n■^ (= jif" Ordnung nur dadurch von der ersteren unterscheiden, 
dasB sie die Erzeugenden des Systemes Z, in Wj und jene des Sys- 
temes Zj in «, Punkten trifft. Der Natur nach wären aber diese 
beiden Curven identisch, 

Projicirt man eine Curve tiy-^n^ (=?()'"■ Ordnung aus einem 
beliebigen Punkte o der Fläche zweiten Grades durch einen Kegel, 
so wird dieser von der n*'" Ordnung sein. Da die den Systemen 
Z,, Z; resp. angehörigen Erzeugenden J^^, A^, welche durch o hin- 
durchgehen, beziehungsweise Kj-punktige und w^- punktige Seeanten 
der Raumcurve sind, so werden sie resp. n, -fache, iij-fache Kanten 
des Kegels sein. 

Der Gesammtschnitt des Kegels mit der Fläche zweiten Grades 
muss von der 2n = 2(n, -j-%}'™ Ordnung sein, und da in ihn ^i als 
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Bestandtheil %'" und A^ als solcher n^"^ Ordnung eingeht^ so 
sieht man, dass der Kegel ausser der Curve n""' Ordnung, von 
welcher wir ausgingen, keinen weiteren Schnitt mit der Fläche 
zweiten Grades gemein haben könne. Gleichzeitig geht hervor, 
dass jeder Kegel n'"'' Ordnung, welcher A^ zur «j -fachen and A.^ 
zur n2 = n ^ n^-is.<ik&<o. Kante besitzt, die Fläche zweiten Gra- 
des nur mehr in einer Curve «i -|- % (^m)'*'' Ordnung schneiden 
könne. Dass die Ordnung der Schnittcurve n sein müsse, wird 
aus dem Vorhergehenden klar sein. Da nun jede Erzeugende 
des Systemee Z, die «^-fache Kante A.^ sehneidet, so .trifft sie den 
Kegel und somit atich die fragliche Schnittcurve in weiteren n — n^ 
d. i, in üj Punkten. Ebenso zeigt sich, dass jede Erzeugende des 
Systemes "L^ ^^^ Schnittcurve in Wj Punkten begegnen müsse. 

Da nun ein Kegel n'™ Grades, welcher eine js, -fache und eine 
n — n^ = n^-fache Kante besitzt, bestimmt ist, sobald man diese 

Kanten und weitere " — ^ ' — '-^ — \ — Kanten oder 

Punkte kennt, so kann man sagen: eine Curve w, +% (^=»)"" Ord- 
nung auf einer Fläche zweiten Grades ist bestimmt, sobald man 
.(. + 3)-., (..-H-' aA^I) ;],„,. p„„kte keimt. Setat man in 
diese Zahl statt w den Werth («i + Wj), so nimmt sie die einfachere 
Form («iWj + Mi + M^) ^°* 

„Eine Curve {,n^-\- n^)^"' Ordnung, welche auf einer 
Fläche aweiten Grades liegt und die Erzeugenden des 
einen Systems in n^ und jene dos zweiten Systemes in n.^ 
Punkten schneidet, ist bestimmt, sobald man (n^n^-^-ßi 
•\-n^ ihrer Punkte kennt." 

So ist z. B. eine Curve dritter Ordnung durch fünf, eine der 
vierten Ordnung erster Art durch acht und eine der vierten Ord- 
nung zweiter Art durch sieben Punkte bestimmt etc. 

Eine auf der Fläche zweiten Grades liegende Raumcurve 
Wi + «2 {= w)""' Ordnung setzt die Erzeugende der beiden Systeme 
Zj, Zj in «,-«2-deutige Beziehung, wenn man sieh nämlich zwei 
solche Erzeugende entsprechen lässt, welche sich auf der Curve 
schneiden. Da nun zwei W|-nj- deutige Gebilde durch {n^1^-\-n^^\'n.^ 
Elementenpaare bestimmt sind') und eben so viele Punkte eine Curve 
n,-fn2(=?i)'^' Ordnung bestimmen, so ergibt sich, dass zwei n^-n^- 
deutige Erzeugendensysteme einer Fläche zweiten Grades eine all- 
gemeine Curve H, -|- »^{^ ")'™ Ordnung przeugen und umgekehrl, 
dass man jede solche Cuive als das Eizeugniss zweier n, n^ deutiger 
Erzeugendensysteme betrachten kann 

^) VfigleiüiP den Aktpnl -wid dei iö) ighili IBbuii^chen Gespllscliait der 
Wissen haftei vjii [ h la") Ueljii lel i le ilige f i iie tiigebillf 
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„SinddieErzeugendender beiden Schaaren einer Fläche 
zweiten Grades in «^-«j-^ei^tiger Beziehung, so erzeugen 
sie eine Curve *i, -)- %(=«)'■" Ordnung, und umgekehrt 
kann jede Curvo der letzten Art als das Erzeugniss 
zweier Kj-Wj-dentigen Era cug enden syst emo betrachtet 
werden." 

Betrachten wir zwei auf der Fläche H-^ zweiten Grades lie- 
gende Curven Cn,+„, , C„/+v von den resp. Ordnungen n^-\-n.^{==n) 
und M^' + Kj' (= n') und stellen wir uns die Aufgabe, die Zahl ihrer 
Schnittpunkte zu finden. Die über den zwei Curven aus einem belie- 
bigen Punkte der Fläche H^ construirten Kegel sind von den resp. 
Ordnungen («[ + n^ und {n/ + «lO und folglich ihr Schnitt von der 
Ordnung (w, + «2) («i'+ "2')* ^^i® durch den Punkt gehende Er- 
zeugende Ä^ der Fläche H^, welche zum Systeme Z, gehört, ist für 
den ersten Kegel eine «i-fache und für den zweiten Kegel eine 
n,'- fache Kante und geht daher in den Gesammtschnitt beider Kegel 
als Linie «i^ij '-"''■ Ordnung ein. Ebenso stellt die zweite durch o gehende 
Erzeugende Ä^ einen Bestandtheil «a"!""' Ordnung des Gesammt- 
schnittes vor. Die beiden Kegel werden also ausser den mehrfachen 
Kanten .4,, Jj noch weitere [(«1 + %) (W|'+ "2') — "i«i'— «2"2'l Kanten 
gemeinsam haben und ebensoviele Punkte werden den beiden be- 
trachteten Curven gemeinschaftlich sein. 

Die obige Zahl lässt sich in die Form in^n^^ ";"]') bringen 
und wir können daher folgenden Satz aufstellen; 

„Zwei auf einer Fläche zweiten Grades liegende Cur- 
ven von den resp. Ordnungen (h, -j- «.,), («,'+ Kj') besitzen 
("1 «1 '+ "3 '^i') gemeinschaftliche Punkte." 

"Wird 7i£ = nl und n^ = n^, so hat man es mit zwei Curven 
derselben Familie und desselben Systemes*) zu thun. Die Zahl der 
gemeinschaftlichen Punkte zweier solcher Curven ist also 2n^n,^. 

„Zwei auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Curven (M,-f%)"^'' Ordnung (desselben Systemes) schnei- 
den sich in 2m, /ij Punkten." 

Wenn n^=n2 und «.; = «,' ist, so sind beide Curven derselben 
Familie aber verschiedener Systeme; die Zahl ihrer Schnittpunkte 
ist dann («,^ 4" "j^)- 



') WBie n^ = n,' uud iij = n,', so wären die Curven wohl von derselbeH 
Familie, aber sie unterscheiden sich dadurch tod einander, dass das Verhältnis 
der Eraengenden des einen Syetemes zu der einen Curvc dasselbe ist, wie jenes 
der ErEOugenden des zweiten Systemes zur zweiten Cuitg. Wir unterscheiden 
sie dadurch, dass wir sie als „von derselben Familie, aber von verEcliiedenen 
Sjatemeu" bezeichnen. 
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„Zwei auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Curven von den resp. Ordnungen (n, + Hj) und (n, -|- »j) 
schneiden sich in («j^+Mj') Punkten.*- 

Die vorhergehenden Betrachtungen setzen uns in Stand in der 
leichtesten Weise den folgenden Satz nachzuweisen: 

„Eine auf einer Fläche zweiten Grades liegende 
Raumcurve (k, + n^)"^'- Ordnung besitzt "-^"-^^^'^^^ 
durch einen willkürlichen Punkt gehende zweipunktige 
Secanten." 

Sei II2 die Fläche und C die Eaumcurve. Um zu untersuchen, 
wie viel zweipunktige Secanten derselben durch den im Räume will- 
kürlich gewählten Pimkto hindurchgehen, projicieren wir die Curve 
C aus dem Punkte central auf die Fläche B^, wodurch wir eine 
neue Curve C erhalten. Da der aus über C constmirte Kegel 
von der Ordnung (m, + ^2) ist und sein Gesammtscbnitt mit der 
Fläche, in welchem C sieh auch vorfindet, von der 2 {n^ -f- m,)'^" Ord- 
nung sein muss, so erkennt man sofort, dass C' von derselben Ord- 
nung ist wie C. Aber überdiess lässt sich leicht einsehen, dass C' 
zu derselben Familie wie C gehört, jedoch zu einem anderen Systeme, 
Denn wenn z. B. Ay eine Erzeugende des Syatemes Z, ist, welche 
also C in «[ Punkten trifft, so wird die Erzeugende A^ des zweiten 
Systemes Xj, welche in der Ebene {0 A^") liegt, die Curve C in n, 
Punkten troffen, nämlich in den Projectionen der auf A^ liegenden 
Punkte von C. 

Es ist somit C eine Curve (% + "[)'" Ordnung. Die beiden 
Curven C und C werden somit ni^-j-n.^^ gemeinschaftlicher Punkte 
besitzen. Diese Punkte sipd zweierlei Art; es finden sich unter 
ihnen die («i + Wj) Punkte vor, in welchen die Curve C die Polar- 
ebene des Punktes bezüglich der Fläche zweiten Grades 
schneidet. 

Die übrig bleibenden («1^ + %^ — «1 ^ %) Punkte rühren von 
zweipunktigen durch gehenden Seeanten der Curve C her und 
da jede solche Secatite zu zwei Schnittpunkten der beiden Cur- 
ven Anlass gibt, so erhält man in der That --' ^-^ — - — - d. i. 

— — - — — 2 — - — ' durch gehende Secanten der Curve 0, wo- 
durch der aufgestellte Satz bewiesen ist. 

So lässt a. B. eine Eaumcurve dritter Ordnung nur eine, eine 
Eaumcurve vierter Ordnung erster Art zwei und eine solche zweiter 
Art drei zweipunktige Secanten durch einen Punkt zu. 

25. Kehren wir von dieser Abschweifung zu den Betrachtungen 
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des 21. Art. zuviicli. In demselben haben wir als projicirende 
Fläche eines diö beiden Axen M, JV sclineidenden Kegelschnittes ein 
Hyperboloid kennen gelernt. 

Der nächste bemerk enswerthe Specialfall ist der, dass der Ke- 
gelschnitt Cj nur eine Axe M, etwa in einem Punkte m trifft, während 
er mit der zweiten Axe N keinen Punkt gemein hat. 

Für diesen Fall ist, wie sich aus Art. 15 des III. Theiles ergibt, 
die projicirende Fläche des Kegelschnittes eine Regeliläche fj dritter 
Ordnung, für welche die den Kegelschnitt schneidende Axe M die 
Doppeliinie und die zweite Axe N die einfache Leitlinie ist. Der 
in der Ebene a des Kegelschnittes C^ liegende Projectionssti-abl A 
ist eine Erzeugende der Fläche; C^ und dessen Bild C^' sind Kegel- 
schnitte der Regelfläche, welche in zwei durch A gehenden Ebenen 
a,a' liegen. Lässt man den Projectionseoefficienten k variiren, so 
besehreibt die Ebene a des Bildkegelschnittes C^' ein Ebenenbüschel 
mit der Axe jl, während der Kegelschnitt die Regelfläche F^ beschreibt. 
Hierbei bleiben die einzelnen Lagen eines Punktes von C^' auf einem 
und demselben Projectionsstrahle (derselben Erzeugenden von F^) 
einander entsprechende Punkte, woraus sich viele über die Regelfläche 
F^ im dritten Theile ausgesprochenen Hätze nochmals begründen Hessen. 
Endlich ist noch der Fall zu erwähnen, in welchem der Kegel- 
schnitt Cj ganz willkürlich im Räume liegt, so dass er also mit keiner 
der Axen einen Punkt gemeinschaftlich hat. Seine projicierende 
Fläche d. h. die Gesammtheit der durch seine Punkte gehenden pro- 
jicierenden Strahlen ist eine Regelfläche vierter Ordnung, für welche 
die beiden Projectionsaxen (}/, iV Doppellinion sind, und welche den 
in der Ebene k des Kegclscbnittes C^ liegenden Strahl zu einer 
Doppelerzeugenden hat. 

Um zu einem Punkte p von C^ den proji eieren den Strahl P zu 
finden, bestimmt man die Ebenen (p M) = (t und (_pN) = v, welche 
sich in der gesuchten Geraden P schneiden. Betrachtet man zwei 
solche Ebenen (t, v der beiden Büschel M,N als entsprechende, 
welche sich in einer den Kegelschnitt Cj treffenden Geraden schnei- 
den, so werden die beiden Büschel M, N durch diesen Kegelschnitt 
in zwei- zweideutige Beziehung gesetzt, d. h. jeder Ebene (t des 
Büschels M entsprechen zwei Ebenen v^, v^ des Büschels N, und 
umgekehrt jeder Ebene v des Büschels N zwei Ebenen fi, , (i.j 
des Büschels M. Diese zwei - zwei - deutige Verwandtschaft ist 
jedoch, wie wir gleich sehen werden, von besonderer Art. Heisst 
nämlich der in der Kegelschnittaebene « liegende projicierende Strahl 
A^), so sind die beiden durch ihn gehenden Ebenen {MA) (ßA) 
zwei solche Ebenen, dass jede der anderen doppelt entspricht. Denn 
') Das ist also die VevliiiitlungsÜnie der Punkte [ctM), {ttN). 
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um zur Ebene {M .4) die beiden entsprechenden des Büschels iV au 
finden, hat man durch N und die beiden Schnittpunkte der Ebene 
mit dem Kegelschnitte C.^ Ebenen zu legen, was offenbar zweimal 
die Ebene {NA) liefert. Dasselbe ergibt sich für die zweite 
Ebene [MÄ). 

Das Erzeugiiiss der beiden zwei -zwei -deutigen Ebenenbüschel 
M, N ist die projicierende Fläche ^4, von welcher sich leicht zeigen 
lässt, dass es eine Fläche vierter Ordnung ist. 

Bringt man nämlich eine beliebige Gerade G mit der Fläche in 
Verbindung und fragt man nach den Schnittpunkten beider, so lassen 
sieh diese, folgendem) aasen bestimmen. Die Gerade G bestimmt mit 
den beiden Axen M, N ein einschaliges Hyperboloid Z^, welches die 
Ebene a des Kegelschnittes C^ in einem Kegelschnitte C,/ schneidet. 
Die beiden Curven C^ , C^ haben vier gemeinschaftliche Punkte und 
es' ist klar, dass die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden der 
Fläche F^ zugleich Erzeugende der Fläche H^ sind \ind dass sie die 
Gerade G in den Punkten schneiden, in welchen diese die Fläche J*, 
trifft. Jede Gerade hat also vier Punkte mit F^ gemeinschaftlich 
und folglich ist diese von der vierten Ordnung. 

In jeder durch eine der beiden Projectioneaxen M, N gehenden 
Ebene liegen zwei Erzeugende der Regelflächc F^, wie aus dem 
Vorhergehenden zur Genüge erhellen dürfte. Aber auch durch jeden 
Punkt der einen oder der anderen Axe gehen zwei Erzeugende, 
nämlich jene, welche in der durch diesen Punkt und die zweite Axe 
gehenden Ebene liegen. Die beiden Projectionsaxen M, N sind da- 
her Doppellinien der Fläche. 

Denkt man sich einen Punkt p dos Kegelschnittes C.^ und den 
durch diesen Punkt gehenden projicierenden Strahl P nach und nach 
alle möglichen Lagen angenommen, indem etwa p den Kegelschnitt 
Cj durchläuft, so wird p zweimal (im Reellen oder Imaginären) aut 
den früher schon besprochenen Strahl A zu liegen kommen und P 
wird also zu zwei verschiedenen Zeiten mit A zusammenfallen. Es 
wird sich somit die Fläche Fi in diesem Sti-ahle A so zu sagen selbst 
durchschneiden d, h, A ist eine Doppelerzeugende der Fläche, 

In der That wird auch die Fläche f 4 von jeder durchzugehen- 
den Ebene k' in einem Kegelschnitte C-^ geschnitten, was daraus her- 
vorgeht, dass man a als das Bild von « für einen bestimmten Pro- 
jectionscoefücienten betrachten kann. Das Bild von 0^ wird dar 



liegender Kegelschnitt C{ sei 



nämlich der Schnitt von k' 

Lässt man den Projectionscoefficienten variiren, so erhält man 
alle möglichen Lagen von cc und damit auch alle möglichen der 
Fläche F^ eingeschriebene Kegelschni 
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Wir können die bislicngen Ergebnisse folgendermassen aus- 
dmcken : 

„Die windschief projicierende Fläche eines Kegel- 
schnittes ist oinellegelfliiche vierter Ordnung, für welche 
die beiden Projectionsaxen UoppelUnien sind und für 
welche der in der Kegeischn ittsebene liegende Projec- 
tionstrahi eine Doppelerzeugende ist. Jede durch die 
Doppelerzeugendc gehende Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitt." 

Aus dem Vorhergehenden folgt weiter sofort, dass jede durch 
eine der beiden Doppellinien M, N gehende Ebene eine Doppeltan- 
gentcnebene der Fläche ist und dass in jedem Punkte einer Doppel- 
ünio die Fläche von zwei Ebenen berührt wird. 

Der reciproken Natur der Fläche F^ wegen lässt sie auch eine 
doppelte Erzeugung zu. 

Wir haben F^ als das Erzeugniss zweier zwei -zwei -deutiger 
Ebenenbüschel M, N erkannt, deren entsprechende Ebenen sich auf 
einem festen Kegelschnitte C2 begegneten. Es ist klar, dass man die- 
selbe Fläche F^ als Erzeugniss aweier zw ei- zwei -deutigen Punktreihen 
auf den beiden Axen M, If erhält, welche dadurch bestimmt er- 
scheinen, dass die Verbind unglinien zweier entsprechender Piinkte 
den Kegelschnitt C^ schneiden muss. Um also zu einem Punkte m 
von M die beiden entsprechenden k, »3 von N zu finden, constrnire 
man über C, aus m als Scheitel einen Kegel, welcher Nin den zwei 
fraglichen Punkten schneidet. 

Eine beliebige Ebene schneidet die Regelfläche F^ in einer Curve 
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten,') nämlich jenen, in welchen 
sie die beiden Doppellinien M, N und die doppelte Erzeugende A 
schneidet. Eine Ebene, welche eine Erzeugende enthält, schneidet 
die Fläche in einer Curve dritter Ordnung, welche auf den Doppel- 
linien einfache Punkte und auf der Doppelerzeugenden einen Doppel- 
punkt besitzt. Eine durch eine Doppellinie gehende Ebene enthält 
ausser dieser noch ein Erz engenden paar der Fläche und eine durch 
die Doppelerzeugende A gehende Ebene ausser dieser noch einen 
Kegelschnitt. Die reciproken Resultate sind leicht zu bilden. 

Der der Fläche aus einem beliebigen Punkte umschiiebene Kegel 
ist von der vierten Classe und besitzt dio drei durch M, N und A 
gehenden Ebenen zu Doppeitangentenebenen. Der der Fläche aus 
einem ihrer Punkte umschriebene Kegel ist von der dritten Ciasso und 
hat die durch .-^ gehende Ebene zm' Doppcltangen tenebene. Der aus 



) Vergleiche Steiners ,rEntwii;lieluiig" und zwar die allgemeine Anmerkung. 
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einem Punkte dor Doppelorzeugenden .4 äov RegdÜäche umschriebene 
Kegel ist vom aweiten Grade. Das letztere folgt hauptsächlich aus 
der speciellen Natur der die Fläche erzeugenden zwei-zwei-dentigen 
Punktreihen und Ebenenbüschel, Wir haben gesehen, dass sich 
die beiden durch die Doppelerzeugende A gehenden Ebenen {M Ä), 
(NA) gegenseitig doppelt entsprechen. 

Würde man die beiden Ebenenbüscbel M, N, welche in ihrer ur- 
sprünglichen Lage die Fläche F^ vom vierten Grade erzeugen, so 
zu einander legen, dasa sich die Ebenen {MA), {IfA) deckten^ so 
würde sich das Erzeugniss der beiden Büschel auf einen Kegel zweiten 
Grades reduciren. Aue diesem Grunde könnte man die beiden 
zwei-zweideutigen Büschel M, N als „reductionsfähig vom 2'-''" 
Grade" und das Ebenenpaar (#^) , (.V<^ als das „Eeductions- 
elementenpaar 2'=" Grades" bezeichnen. 

Diese Ebenenbüschel sind Scheine von solch zweien ebenen 
Strahlenbüscheln, in denen sich zwei entsprechende Strahlen auf 
einem festen Kegelschnitte achneiden. 

Es Hessen sieh viele interesante Eigenschaften der Fläche F^ 
angeben, welche aus ihrer Erzeugung durch zwei-awei-deutige vom 
zweiten Grade reductionefähige Elementargebilde fliessen, auf deren 
Mittheilung wir, um den Umfang der Note nicht übermässig auszu- 
dehnen, verzichten müssen. Nur eines mag erwähnt werden. Aus 
dem vorletzten Satze des 19. Artikels folgt nämlich immittelbar der 
Satz: 

„Durch zwei beliebig imRaumeliegcndc Kegelschnitte 
lassen sieh vier Regelflächen vierten Grades mit einer 
Doppelerzeugenden und zwei aueamraenfallcnden geraden 
Doppellinien legen." 

26. Wir wollen endlich die projicierende Fläche einer beliebigen 
Raumcurve C„ n*"' Ordnung bestimmen. Man erhält dieselbe als Ort 
einer Geraden P, welche die drei Linien M, N, C„ schneidet. Um 
den Grad der Fläche zu erhalten, bringen wir sie mit einer beliebigen 
Geraden G in Verbindung. Diese Gerade bestimmt mit den beiden 
Projectionsaxen M, N ein Hyperboloid, welches von der Raumcurve 
0„ in 2n Punkten geschnitten wird. Die durch diese Schnittpunkte 
gehenden projicierenden Strahlen bestimmen auf ö Punkte, welche 
auf der projicierenden Fläche liegen. Die Fläche ist somit von der 
2n""' Ordnung, 

Durch jeden Punkt einer der beiden Projectionsaxcn z, B. M 

-gehen n Erzeugende der projicierenden Fläche /",„. Denn der aus 

dem Punkte über C„ consti-uirte Kegel ist von der n'-'" Ordnung 

und trifft die zweite Axe N in n Punkten, so dass die durch diese 



y Google 



171 

gehenden Kanten des Kegels die betreffenden Erzeugenden der 
Fläche ßind. Ebenso leicht erkennt man, dass in jeder durch eine 
der beiden Äxen gehenden Ebene n Erzeugende der projieier enden 
Fläche liegen. Hieraus folgt, dass die beiden Axen M, N n-i'ache 
Leitlinien der Fläche F^„ sind. 

„Die windschief projicirende Fläche einer Cnrve n^"' 
Ordnung ist eine Kegelfläohe F^^ 2«""' Ordnving, für 
welche die beiden Projectionsaxcn «-fache Leitlinien 
sind." 

In jedem Punkte einer der beiden Axen wird die Fläche von 
n Ebenen berührt und jede durch eine der beiden Axen gehende 
Ebene ist eine »-fache Tangentialebene der Fläche. 

Man kann sich die Fläche F^n in doppelter Weise erzeugt denken. 
Einmal entsteht sie durch zwei w-deutige Ebenenbüschel M, N, welche 
dadurch bestimmt sind, dass man zwei Ebenen als einander ent- 
sprechend bezeichnet, welche sich in einem Punkte der Curve C„ 
schneiden. 

Andererseits ist F^,! das Erzeugniss zweier n-deutigen Punkt- 
reihen M, If, bei welchen die Verbindungslinie zweier entsprechender 
Punkte die Curve C„ schneidet. Die Fläche wird eine leicht be- 
stimmbare Zahl X von Doppelerzeugenden X besitzen. Eine solche 
Doppelerzeugende wird offenbar eine Gerade sein, welche M und iV 
einpunktig und C„ zweipunktig schneidet. 

Sei r der Hang der Raumcurve C„ d. h. die Ordnung ihrer de- 
veloppablen Fläche oder die Zahl der Tangenten der Curve, welche 
eine beliebige Gerade sehneiden. Dann ist die Zahl der aus einem 
Punkte der Axe M an einen durch diesen Punkt gelegten ebenen 
Schnitt gehenden Tangenten {2n-\-r), weil die n Tangenten des 
«-fachen Punktes doppelt zu zählen sind. Die Classenzahl des ebenen 
Schnittes, welcher von der 2*1-'"' Ordnung ist und zwei «-fache neben 
X doppelten Punkten besitzt, ist: 

2n (2b _- 1) _ 2« (n — 1} — 2x 
wodurch man zu folgender Gleichung gelangt: 

2n (2n — 1) ~2n {n ~ 1) - 2x = 2n -\- r 
woraus folgt: 

«-«(«-1) - i ') 



') VerglGiL'ho Salmon-Fiedlor, analjtisthe ücomotrie dos Raumes, II, Band, 
5>g. S27. 
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, eigentliche" statt „nneigeiitliclii>" 
,dei'" atatt „die" 
ijener" statt ,ijene" 
,cloppelteii" statt „einfachen" 
m, fiia— rj) statt (m^ m^^r,) 
,C", Bein." statt C\. 
.haltenen" statt „haltenden". 
,Iteihe" statt „Weise" . 
.Schnittlinien" statt „Schnittlinie" 
iCnspidalebenen" statt „Cuspidalebone" 

' statt das 
X, statt X\ 

.Kegelfläolien" statt „Tiegelilächen" 
F, statt Ej, 
.Cuspidalehenen" statt „Ciispidal ebene" 
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Ai statt Ai 

p statt c 

n statt M 

G% statt Ca 

„bekanntlich awei" statt „bekanntlich" 

„zweideutigen" statt „eindeutigen" 

lläche Ji", statt Cnwe 0^ 
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